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Kapitel 1

Einfithrung

Definition

1. FEine partielle Differentialgleichung der Ordnung m mit n > 2 unabhéngigen
Veranderlichen x = (z1,...,x,) und einer abhéingigen Verénderlichen u =
u(x) ist eine Gleichung der Form

F(u(x), Oz, u(X), ..., 0, (%),
02 u(x), Oy, Op,u(x), . .., 02 u(x),

) T Tn

o u(x),...,00 u(x),x) =0, (1)

Tn

wobei F' eine gegebene Funktion ist.

2. Eine Losung der partielle Differentialgleichung (1) in einem Gebiet 2 C R™ (d.
h. in einer offenen, nichtleeren, zusammenhéngenden Teilmenge von R") ist eine
Funktion u : €2 — R mit der Eigenschaft, dass u die Gleichung fiir jedes x € ()
erfiillt.

Lineare Gleichungen

Die partielle Differentialgleichung (1) heifit linear in einem Gebiet Q@ C R", falls cryu; +
oty Losung der Gleichung
F(...,0)=0

fiir alle a7, as € R und alle Losungen uq, us der Gleichung in €2 ist.
Die partielle Differentialgleichung (1) heiit linear homogen, falls sie homogen ist
und

F(...,0)=0.
Beispiele
1. Die Laplace-Gleichung
Uzyzy + Ugggy + oo+ Uz, =0 (linear homogen, zweite Ordnung)
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2. Die Poisson-Gleichung
Ugyzy + Uggay + oo+ Ugpa, = f(2), (linear, zweite Ordnung)
wobei f eine gegebene Funktion ist
3. Die Klein-Gordon-Gleichung

3

Ugyzy — Upgzg — -+ - — Ugpz, + U — U (nichtlinear, zweite Ordnung)

4. Die Erhaltungsgleichung

Uy, — Uy, = 0 (nichtlinear, erste Ordnung)
5. Die Eikonalgleichung
ul +ul, =c (nichtlinear, erste Ordnung)

wobei ¢ # 0 eine beliebige Konstante ist

In dieser Vorlesung werden iiberwiegend lineare partielle Differentialgleichungen zweiter
Ordnung behandelt.

1.1 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
und die Methode der Charakteristiken

Die einfachste Gleichung dieser Art ist

0
a—u =0, +— “u ist konstant in der z-Richtung”
x
wobel u = u(z,y) ist. Die allgemeine Losung ist
u=f(y),

wobei f eine beliebige Funktion einer Verénderlichen ist.

e u ist konstant entlang der Geraden
y = Konstante, die parallel zur i-
Richtung laufen.

Y

e v hédngt daher nur von y ab.

Dieselbe Methode funktioniert auch fiir kompliziertere Gleichungen.

Beispiel
Finden Sie die allgemeine Losung der Gleichung
auy, + bu, =0 (2)

fiir u = u(z,y), wobei a, b Konstante mit a* + b # 0 sind.
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Loésung
(2) lasst sich umschreiben als
b
SICL) g v
Va? + b?
—_———
0
die Richtungsableitung 8_u
e
von u in Richtung des
o (a,b)
Einheitsvektors e = ———
Va? + b?
(2) besagt also, dass u in der e-Richtung konstant ist.
e u ist konstant entlang der Geraden /
br — ay = Konstante, die parallel zur
e-Richtung laufen. R
e v héngt daher nur von bz — ay ab. /
Die allgemeine Losung von (2) ist also
u= f(br —ay),
wobei f eine beliebige Funktion einer Verédnderlichen ist. O

Definition

Die Geraden
bxr — ay = Konstante

heiflen die charakteristischen Linien der Gleichung
aug + bu, = 0.
Beispiel
Finden Sie die allgemeine Losung der Gleichung
Uy + yuy =0

fir u = u(z,y).

Lo6sung

(3) besagt, dass die Richtungsableitung von u in Richtung des Einheitsvektors

(1,9)

VI+y?

e =
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verschwindet. v ist also konstant entlang der charakteristischen Kurven mit Tan-
gentenvektor e.

Der Tangentenvektor zur Kurve {y = y(x)} ist nun
(1,y'(x))
L+ (y'(2))*

so dass die charakteristischen Kurven als Lésungen der trennbaren gewohnlichen Dif-
ferentialgleichung

dy
dr Y
gefunden werden konnen. Sie sind also
y = Ce’,
wobei C' eine Konstante ist.
AY y = 26"
c=2
} y=¢
% c=0 _ Die charakteristischen Kurven stellen eine
i ceq Blitterung des R? dar.
\ y= —&
C=-2
y=—2€&
Es gilt:
d X
—u(z,Ce”) =0

dx
= u(z,Ce”) =u(0,0C)

= u(z,y) = u(0,e "y)
Die allgemeine Losung ist also

u(x> y) = f(eixy%

wobei f eine beliebige Funktion einer Verédnderlichen ist.

Bemerkung
Anfangswerte
Die allgemeinen Losungen der Gleichungen
au; + buy =0

und
uy + xu, =0
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sind
u = f1(bt — ax)

bzw.
U = fQ(e_tx),

wobei f1, fo beliebige Funktionen einer Verédnderlichen sind. Wenn wir den Wert von u
als Funktion von x zu einem bestimmten ‘Zeitpunkt’ ¢t = ¢, vorschreiben, kénnen wir
u eindeutig bestimmen.

Beispiel

Lésen Sie die Anfangswertprobleme

1. au; + bu, = 0, u(0, ) = sin z;
2. U + xu, = 0, u(0,z) = 3.
Losung

1. Die allgemeine Losung der Gleichung ist
u(t,x) = f1(bt — ax)

und aus

u(0,x) =sinz

folgt
fi(—az) =sinz

= fi(z) =sin (=2).

Die Losung des Anfangswertproblems ist also

u(t,z) = sin (z — 2t) .

2. Die allgemeine Losung der Gleichung ist

u(t,z) = fole ")

und aus
folgt

Die Losung des Anfangswertproblems ist also

u(t,x) = z’e . O
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Bemerkung

Eine Losung der Gleichung
auy + buy, =0

ist konstant entlang der charak-
teristischen Kurven

1.1. METHODE DER CHARAKTERISTIKEN

Eine Losung der Gleichung
U+ xu, =0

ist konstant entlang der charak-
teristischen Kurven

bt —ax = c. :
y = ce'.
X
X

/

v

In beiden Fillen bilden die charakteristischen Kurven eine Blétterung der (t,x)-
Ebene. Insbesondere schneidet jede charakteristische Kurve die z-Achse genau einmal.
Durch die Angabe eines Anfangswertes legen wir also die konstanten Werte von u
entlang der charakteristischen Kurven fest.

Falls nicht alle charakteristischen Kurven die z-Achse schneiden, konnen wir durch
die Angabe eines Anfangswertes u nicht {iberall eindeutig bestimmen.

Beispiel
Finden Sie die charakteristischen Kurven der Gleichung
Up — xQuI =0

und diskutieren Sie das entsprechende Anfangswertproblem.

Losung
Die charakteristischen Kurven der Gleichung
—2%u, =0

Uy

sind die Losungen = = x(t) der gewohnlichen Differentialgleichung

dz 9
FTRE
also
z=20
und
1
xr= , ceR:
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Die charakteristischen Kurven in den markierten Re-
gionen z > 1/t > 0 und x < 1/t < 0 schneiden die
z-Achse nicht.

Bemerkung
Betrachte die Gleichung

Uy +cuy, =0

fir u = u(z,t), wobei ¢ eine positive Konstante ist. Die allgemeine Losung ist
U = f($ - Ct)v

wobei f eine beliebige Funktion einer Verénderlichen ist.

Wenn wir z als ‘Raum’ und ¢ als ‘Zeit’ betrachten, besteht die Losung aus einer
Welle, die sich von links nach rechts mit Geschwindigkeit ¢ und ohne Formé&nderung
bewegt:

\ 4
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1.2 Uber lineare Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten

Die allgemeinste homogene Gleichung dieser Art in n unabhédngigen Veréndlichen x4,
..., T, ist

n n
Z Aijlgz; + Z a;Uy, + apu =0, (1)
ij=1 i=1
wobei a;j, a; und ap Konstante sind und die Matrix A = (a;;)nxn symmetrisch und
nicht gleich Null ist.

Lemma

Es existieren eine lineare Koordinatentransformation z = z(x) und nichtnegative ganze
Zahlen my, mo mit my; +ms < n, so dass (1) die Form

m1 mi1+mo n
Z Uz, — Z Uzyzy T+ Z CrUz, + cou =0 (2)
k=1 k=mi+1 k=1

in den neuen Koordinaten hat.

Beweis

Da A reell und symmetrisch ist, sind ihre Eigenwerte alle reell. Ferner existiert eine
orthogonale Matrix ) mit der Eigenschaft, dass

B = QAQ" =diag (A1, ... Anys Ayt 1s - - - s Amytmgs 05-0.,0 ),
n — (my + msg)-mal

wobei my und my die Anzahl der positiven bzw. negativen Eigenwerte (nach geometri-
scher Vielfachheit gezéhlt) sind.
Betrachte die Koordinatentransformation y = Qx, d.h.

yk:qumxm, ]{:1,...,71.
m=1

Aus der Kettenregel folgt

so dass

u:vi = Z Qkiuyka
= 0 = 0
Ugyw; = Qki 7 — Qo> | U
’ <k=1 ayk)(ezz; ]&”)



1. EINFUHRUNG 13

und

n n n
E AijUgyz; = E E AkiQijqey | Uypy,,

ij=1 k=1 \ij=1
= bre
Z Uy, = (Z Qkiai> Uy, -
i=1 k=1 \i=1
—_——
= bk
Unsere Gleichung ist somit
m1 mi1+mso n
Z /\kuykyk + Z /\kuykyk + Z bkuyk + aou = 0. (3)
k=1 k=mi+1 k=1
SchlieBlich definieren wir
! k=1 +
2k = ykn =L...,m mao
Vx|
und
2k = Yk, k=mi+mo+1,...,n.
Damit wird Gleichung (3) in Gleichung (2) transformiert, wobei ¢ = by/+\/| k|, k& =
1,...,nund ¢y = ayg. U
Definition

Die Gleichung (1) heifit

e elliptisch, falls m; = n oder my = n ist (alle Eigenwerte von A haben dasselbe
Vorzeichen);

e parabolisch, falls m; +my < n ist (mindestens ein Eigenwert von A verschwin-
det);

e hyperbolisch, falls m; + my = n und m; = 1 oder my = 1 (kein Eigenwert von
A verschwindet, und bis auf einen haben alle Eigenwerte dasselbe Vorzeichen).

Beispiele
1. Die Laplace-Gleichung
Ugyzy + oo+ Uppz, =0
fir u = u(x), x = (x1,...,x,) ist elliptisch.
2. Die Wiarmeleitungsgleichung
Ut = Ugyzq + -+ -+ Uszpzy

fir u = u(t,x), x = (z1,...,x,) ist parabolisch.



14 1.2. LINEARE GEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG

3. Die Wellengleichung
U = (Ugyay + o+ Uy,

fir u = u(t,x), x = (z1,...,x,), wobei ¢ eine positive Konstante ist, ist hyper-
bolisch.

Die Gleichungen
Au=20 w = Au Uy = Au

(Laplace-Gleichung) (Wérmeleitungsgleichung) (Wellengleichung)
sind die kanonischen Beispiele der drei Arten von Gleichungen und wir werden sie

griindlich untersuchen. Hier schreiben wir

A=02 +...+07 .
/I\
der Laplace-Operator

Wir untersuchen unsere Gleichungen fiir Werte von x in einem Gebiet (2 C R"™. Da-
bei gilt die partielle Differentialgleichung nur im Inneren von €2; wir miissen zusétzlich
vorschreiben, wie sich v auf dem Rande 02 von ) verhélt. Dies tun wir, indem wir ent-
weder den Wert von u (Dirichlet Randwerte) oder den Wert der normalen Ableitung
g—z (Neumannsche Randwerte) auf 02 vorschreiben.

Im Falle der Laplace-Gleichung fiihrt diese Prozedur zu zwei Randwertproble-

men:
e Das Dirichletsche Randwert- e Das Neumannsche Randwert-

problem problem

u=g @ =g

/ on
o o

Die Wellen- und Wirmeleitungsgleichungen haben eine gesonderte unabhingige
Veranderliche ¢, die wir iiblicherweise als ‘Zeit” betrachten. Wir schreiben die Losung
als
u(t,x),
7N

‘Zeit”  ‘Raum’

wobei die die partielle Differentialgleichung die Evolution in Zeit von v im rdumlichen
Gebiet €2 beschreibt. Wir schreiben Dirichletsche oder Neumannsche Randwerte auf 052
sowie Anfangswerte bei ¢t = 0 vor:
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Wirmeleitungsgleichung Wellengleichung
uy = Au, xeQ t>0, uy = Au, x€Q, t>0,
U =g, u=4g,
ou x €00, t >0, ou x €09, t >0,
% =9, on =9,
u:f’ XGQ,t:O U:fl, XGQ,tZO,
up = fo, xeQ t=0

Dies sind Anfangsrandwertprobleme.
Wir werden uns mit folgenden Themen beschéftigen:

e Existenz: Haben die obigen Probleme Losungen? Welche Methode gibt es, um
die Losungen zu finden?

e Eindeutigkeit: Gibt es nur eine Losung?

e Die qualitativen Eigenschaften der Losungen.

1.3 Lo6sungen durch Trennung der Verdnderlichen

Beispiel

Losen Sie das Anfangsrandwertproblem

Up = Uy z € (0,a), t >0, (1)
u(t,0) =0 t>0, 2)
u(t,a) =0 t >0, (3)
u(0,z) = f(x) z € (0,a) (4)

Losung

Wir suchen eine Losung der Form
u(t,z) = fi(t) fo(z). ‘Separationsansatz’
Die Differentialgleichung (1) liefert
[ fa(x) = fi(t) f3 (z)

und damit

f) _ fi ()
filt)  falz)

Die linke Seite dieser Gleichung héngt nur von ¢ ab, wahrend die rechte Seite nur von
x abhéngt. Beide Seiten sind also konstant, d.h. es gilt

HONE (0

h) 7 falw)
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fiir eine Konstante k. Die Funktion f; geniigt also den Gleichungen

f(x) — kfo(x) =0, z € (0,a),
fZ(O) = 07
fg(@) =0.

Wir unterscheiden die folgenden drei Fille:

Fall k£ = 0: Es gilt

fo(z) = Az + B,
und
f000=0 = B=0 }A:B:O.
faola) =0 = Aa+B=0

In diesem Fall gilt also fa(z) = 0.

Fall k£ = k2 > 0: Wir haben

fo(z) = Ae™ + Be™™®

und

£00)=0 = A+B=0
fala) =0 = Ae"™ + Be " =0
so dass fa(x) = 0 ist.

}:> A=B=0,

Fall £ = —x% > 0: Es gilt

fa(z) = Acos kx + Bsinkx

und
f2(00=0= A=0

fao(a) =0 = Bsinka =0

Wir erhalten eine nichttriviale Losung fiir fo durch die Wahl
k="T" n=1,23,...,
a
so dass S
fg(x):anin<—), n=123,...
a
ist. Die entsprechende Gleichung fiir f; ist

n?m?

7)) = = (o)

2 Zt
= fl(t):C’nexp(—nz ), n=12,....
a

Die trennbaren Losungen von (1)-(3) sind also

2 2t
un(t,x):Dnsin(?)exp(—nz ), n=12,....

a
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Es bleibt nun, die Anfangsbedingung (4) zu diskutieren. Da die Gleichung (1) linear
ist, ist jede lineare Kombination der Losungen u,, n = 1,2, ... ebenfalls eine Losung.
Als allgemeine Losung nehmen wir also die ‘unendliche Summe’

0 2 2t
u(t,z) = Z D, sin (%?) exp (—naz ) .
n=1

Aus
u(0,z) = f(z)
folgt
= nmx
S (),
f(x) ; sin ( —
Dies ist die
Sinusreihendarstellung von f
so dass

2 a
Dn:—/f(x)sin@dx. O
a a
0
Dieselbe Methode funktioniert fiir Probleme in hoheren Dimensionen.

Beispiel

Losen Sie das Randwertproblem

Au=0 r<a, (1)
u(a,d) = f(0) 6 €0, 2m), (2)

wobei (r,0) die iiblichen ebenen Polarkoordinaten sind.

Losung

Wir benutzen die Formel

1
Au = Uy + —u, + —ugg =0
r r

fiir den Laplace-Operator in ebenen Polarkoordinaten, und suchen eine Losung von
(1)~ (2) der Form
u(r,0) = fi(r) f2(0), ‘Separationsansatz’
so dass ] ]
FAOF) + RO fi(r) + O fi(r) =0
(o), R0 R0

= 2J1

"R TR T R0)
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Die linke Seite dieser Gleichung héangt nur von r ab, wiahrend die rechte Seite nur von
t abhéngt. Beide Seiten sind also konstant:

SL0) ) AN

e TR R TR0

Die Funktion f; geniigt damit den Gleichungen

f3(0) + kf2(0) =0,
f2(0 +21) = f2(0).

Fall £ = 0: Es gilt
fo(0) = A6+ B

und

f2(0 +2m) = f»(0)
= A=0,
so dass f(0) = B ist.

Fall k£ = —x% < 0: Es gilt

f2(0) = Ce™ + De™°

und
f2(0+2m) = fo(0)

= (C=D=0,
so dass fa(x) = 0 ist.

Fall k = k% > 0: Es gilt

f2(0) = E'sin(k0) + F cos(k0)

und wir erhalten eine nichttriviale 2m-periodische Losung fiir

so dass

f2(0) = E,, sin(nb) + F, cos(nb), n=123,....
Die entsprechende Gleichung fiir f; ist die Euler-Gleichung

r2f7(r) +rfl(r) —nfi(r) =0, n=0,1,2,...

(n = 0 entspricht dem Fall £ = 0 und f5(f) = B.) Die allgemeine Losung dieser
Gleichung ist

Ag + Bologr, n =0,
filr) = _
A,r™ 4+ ByrT™, n=12,3,....

Unsere Losungen miissen zweimal differenzierbar fiir » < a und insbesondere stetig im
Nullpunkt sein. Wir setzen daher By =0 und B, =0, n=1,2,3,....
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Die trennbaren Losungen von (1) sind also

ug(r, 0) = Co,
Up(r,0) = r*(Cysin(nf) + D, cos(nh)), n=1,2,....

Um die Randbedingung (2) zu erfiillen, benutzen wir die unendliche Summe
=) +Z (Cy sin(nb) + D, cos(nb))

als allgemeine Losung von (1). Aus (2) folgt

Co+ Y _(Cyasin(nd) + Dya™ cos(nd)) = f(0),

n=1
N 7

Fourierreihendarstellung von f

:iﬂ/if(é’)dﬁ

1 ™
:_/ f(0) sin(nd) do, n=12,...,
L

so dass

—l/ f(8) cos(nd)do, n=12,....
T J_x

U

Manchmal entstehen Gleichungen mit durch spezielle Funktionen definierten Losungen.

Beispiel

Finden Sie alle trennbaren Losungen der (2 + 1)-dimensionalen Wellengleichung
uy = Au, r<a,t>0 (1)

mit Randbedingung
u =0, r=a, t >0, (2)

wobei (r,#) die iiblichen ebenen Polarkoordinaten sind.

Losung
Wir suchen eine Losung von (1), (2) der Form

Y

u(zy, xe, t) = F(x1,22) f3(1), ‘Separationsansatz

so dass
AF(Il,.CCQ) . é/(t> —
= k1

F(x1,22) N f3(t)
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ist. Die Funktion F' geniigt also den Gleichungen

AF =k F, |z] < a, (3)
F=0, |z| = a. (4)

Diese Gleichungen sind das Figenwertproblem des Laplace-Operators mit Dirichlet-
Randbedingungen auf der Kreisscheibe mit Radius a.

Um dieses Eigenwertprobelm zu l16sen, unterscheiden wir wieder verschiedene Fiélle.

Fall k1 = 0: Aus dem ersten Greenschen Integralsatz folgt

/ (FaF+vEvE) = [ P2E

on
r<a
= /WVFF:O

r=a

r<a
= |[VF|*=0
= F = Konstante
0

weil ' =0firr =a

Fall k1 = x? > 0: Diesmal erhalten wir

/(K?FZ L IVEP) =0

r<a
= /Pﬁzo

r<a

= F=0

Fall k1 = k* < 0: Wir suchen eine Losung von (3), (4) der Form

F(z1,29) = f1(r) f2(0), ‘Separationsansatz’

so dass

PR TR0 . —f0)
A T RO TS The) TR

ist. Die Funktion fy geniigt also den Gleichungen
f5(0) + k2 f2(6) = O,
Wie im letzten Beispiel folgern wir, dass ks = n?, n = 0,1, ... ist und

Ao, n = O,
f2(9) = .
A, cos(n) + B, sin(nh), n=1,2....
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Die entsprechenden Gleichungen fiir f; sind

P f(r) +rfi+ (877 =n?) fi =0, (5)
fi(a) = 0. (6)
Durch die Substitution
s=rr,  [f(s)=filr)

erhalten wir die Besselsche Differentialgleichung
s*f"(s) + sf'(s) + (s> —n?)f = 0.

Diese Gleichung hat zwei linear unabhéngige Losungen, die Besselsche Funktion
erster Gattung J,(s) und die Besselsche Funktion zweiter Gattung Y,,(s):

A Jﬂ(s)

J . limJn(s):{ Lo n=0

Jn(8), n>1 5—0 0, n>1

AJ e J, hat unendlich viele
w \\><§7<\ \>5 >5 Nullstellen

e lim J,(s) =0.

S—00

 Yn(5)

o limY,(s) =—o0
s—0

/\ e Y, hat unendlich viele
\//\ N Nullstellen

N ¢
e lim Y,(s)=0

S5—00

Die allgemeine Losung von (5) ist also
fi(r) = CpJu(kr) + D, Y, (kr),

aber da die Losung von (1) stetig im Nullpunkt sein soll, miissen wir D,, = 0 setzen.
Aus (6) folgt nun
CyJn(ka) =0

und wir erhalten eine nichttriviale Losung fiir f; durch die Wahl

_ Jmn

a

Y

wobei
O<j1n<j2n<j3n<---
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die Nullsten von J,, sind. Insgesamt gilt

JmnT
a

fl(T)ZCann( ) m=1,2,..., n=012,....

Die entsprechende Gleichung fiir f3 ist
j2
10+ 2 1) = 0
= f3(t) = Eppsin (] ) + F,,, cOs (J ) .

a a

Die trennbaren Losungen von (1)—(2) sind also

] t
Umo(7,0,1) = Jo (jmor) (Amo sin (]mo ) + B, cos (]mo )) 2,...,
a a
Upn (7, 0,1) = Jp A, sin + B, COS
a a

X (A, cos(nb) + B, sm(n@)) , myn=12....

Beispiel
Finden Sie alle trennbaren Losungen der dreidimensionalen Laplace-Gleichung
Au =0, r<a, (1)
wobei (7,0, ¢) die iiblichen Kugelkoordinaten sind, d.h.
x1 = rsinf cos ¢, ZTo = 1 sinf sin ¢, xr3 =rcosf.

Lo6sung

Wir benutzen die Formel
Ag — 10 (3u N 1 0 i Qﬁu N 1 0%u
““rar\" o 2sin0o0 \> 2 sin? 6 9>

fiir den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten, und suchen eine Losung von (1) der
Form

u(r,0,¢) = G(r,0) fi(o), ‘Separationsansatz’
so dass
sinzeg , 0G N sinﬁg 9% (o) i
a o \"or )G o 00) " fle)

Die Funktion f; geniigt also den Gleichungen

f1 (@) + kafi(¢) =0
fi(d +27) = fi(a).
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Wie im letzten Beispiel folgern wir nun ky = n? mit n =0, 1,... sowie
( ) A07 n= 07
fi(¢) =
A, cos(ng) + By, sin(ng), n=12....

Im zweiten Schritt suchen wir eine Losung von

0 oG 0 oG
29 Y 2V . v . e 2 _
sin 987" <7“ ar)+81n989 (&n@ae) n“G =0

der Form
G(r,0) = fa(r) f5(0), ‘Separationsansatz’

so dass

L R 1o DS N PR
"o TR T f3<e>( L073(0) + 5 () smw) k.

Die Gleichung fiir f3 lautet

2

cot OF1(0) + £1(0) + (kz -

S HQQ) f3<9) = 0, 0 € [O,ﬂ']

und wird durch die Substitution
x=cosl,  f(x)= fs(0)
n

n

(1 —a2?) f"(x) — 22 f'(x) + (kz -1 x2) f(x)=0 re[—1,1] (2)

transformiert. Ergebnisse aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen zeigen,
dass (2) nur dann stetige Losungen [—1, 1] besitzt, falls

ko =00+ 1), C=nn+1,...
ist. Die Gleichung

’I’L2

(1 — a2 f"(x) - 20f (a) + (W F1)- - ) f) =0

2
heifit Legendresche Differentialgleichung. Diese hat nur eine eine Losung, die auf
[—1, 1] stetig ist, die zugeordnete Legendre-Funktion

Pp(a) = (1)1 — a2

PE($)7

wobei

Legendr;Polynom

gilt.
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Die allgemeine Losung fiir f3 is also

f3(0) = Cp PJ*(cos 0), 0<n<l{,
und die entsprechende Gleichung fiir fs ist

r2fy(r) 4 2r fo(r) — £(0 + 1) f(r) = 0.

Die allgemeine Losung dieser Euler-Gleichung ist

D
_ ol i B
filr)=Co"+ 75, =012,
wobei wir B, = 0, £ = 0,1,2,... setzen miissen, damit die Losung zu (1) stetig im

Nullpunkt ist. Die trennbaren Losungen von (1) sind also
w(r,0,¢) = Awr'Py(cos ), (=0,1,2,...,
U (1,0, @) = (Apn cos(nd) + By, sin(ng))r‘ P (cosf),  0<n </,

[
1.4 Uber Saiten und Membrane
Schwingende Saiten
Die (1 + 1)-dimensionale Wellengleichung
Ugp = Uy, x € (0,a), t>0 (1)
mit Dirichletschen Randbedingungen
u(t,0) =u(0,a) =0 t>0 (2)

entsteht bei der Modellierung einer eingespannten Saite.
A
u(t,x) ist die Auslenkung des
Punktes mit rdumlicher Koordina-
te x zum Zeitpunkt ¢

Y

0 i a X . .
-}”(””‘) Annahme: Die Auslenkung ist
senkrecht zum Gleichgewichtszu-

stand.

Die trennbaren Losungen dieses Problems sind

nmwx nnt nnt
up(t,z) = sin— (An sin — + B,, cos —) ,

a a a
. nwx . nm
= C, sin— sin—(t — D,), n=12...
a a
N s N 7

beschreibt die besz;gr;t, dass die

rdumliche Form Losung zeitlich

der Losung periodisch ~ mit
Frequenz nw/a
ist
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und werden Normalmoden genannt. Sie sind stehende Wellen, d.h. ¢rtlich und
zeitlich periodische Wellen.

Ft:a/Z, Ba/2, ...

t=a, 23 3a, ...

k t=23a/4, 7a/4, ...

Beachte den Knotenpunkt bei x = a/2.

=a/6, 5ale, ...
(—t a

t=a/3, 2a/3, a, ...

k t=a/2, 7a/6, ...

Beachte die Knotenpunkte bei # = a/3 und x = 2a/3.

Die allgemeine Losung von (1), (2) ist die ‘unendliche Summe’

o0
nwT nmt nmt
u(t,z) = Z sin — <An sin Y + B, cos T) :
n=1
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Physikalisch gesehen ist dies eine Superposition aller moglichen Normalmoden, wobei
jede einzelne Mode eine eigene Amplitude C,, und Phase D,, hat.

Die Koffizienten A,,, B, (bzw. C,, D,,) konnen durch die Anfangsbedingungen be-
stimmt werden:

u(0,z) = f(z) < Zanin@:f(x)

2 a
& B, =- f(x)sinmdx
a Jo a

nmwx

u(0,z) = f(z) < ZAnﬂsin— = f(x)

. nTT
& / f(z sm—dx
nw a

Physikalisch bedeutet dies, dass die erzeugte Schwingung davon abhéngt, wie die Saite
anfinglich gezupft wurde.

Rechteckige Membrane
Die (2 + 1)-dimensionale Wellengleichung

Ut = Uy + Uy, xz € (0,a), y€ (0,b), t>0 (3)
mit Dirichletschen Randbedingungen
u(t,z,y) =0  fur alle t und = € {0,a} oder y € {0, b} (4)

entsteht bei der Modellierung eines eingespannten rechteckigen Membrans.

A
b
u(t,z,y) is die Auslenkung des
(o) Punktes mit rdumlichen Koordina-
Xy .
o ten (z,y) zum Zeitpunkt ¢
0 a x

Die Normalmoden sind durch

mrx . nw
sin Ty (A SIN Wit + By €OS Winpt)

Umn(t, 2, y) = sin

mwrr . nw
sinTysinwmn(t—Dmn), m,n=12...

= C,,,sin
gegeben, und die entsprechenden Frequenzen sind

m2m2 n2p2
a? b2

wmn —
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uq1, Frequenz wyy U129, Frequenz wio uo1, Frequenz woy

Ugo, Frequenz wos u13, Frequenz wqs usy, Frequenz ws;

Dieses Diagramm zeigt die Knotenlinien, d.h. die Kurven mit u = 0
fiir alle ¢, der ersten sechs Normalmoden. Die schraffierten und nicht-
schraffierten Teile bewegen sich in entgegengesetzten Richtungen.

Falls a/b € Q ist, konnen verschiedene Werte von (m,n) Normalmoden mit derselben
Frequenz erzeugen:

Im Falle einer quadratischen Membran (a =
b) haben w5 und uy; die degenerierte Fre-
quenz wys = woy = V57/a

U12 U21
Die Funktion w5 +us; is daher eine stehende Welle mit Frequenz v/5m /a fiir alle Werte
von Alg, Agl, Blg und Bgli

In diesen vier Beispielen gilt A1 = Ay =0
und Blg = 1.

By =1 By = —1

Die Knotenlinie ist jeweils durch

f \ {(x,y):COSW—erBQlcosﬁ—lﬁ:o}
a a

gegeben.

By =1/2 By = —1/2

Die allgemeine Losung von (3), (4) ist die Superposition

mrxr . n
u(t, z,y) = Z sin 2% sin %y (A SIn Wyt + By €OS Winnt)
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wobei die Koffizienten A,,,, B,,, durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden
konnen:

- . mwx . nwy
0 == = an — = )
u(0,z,y) = f(z,y) mgl nsin —=sin == = f(z,y)
4 [t re mmx . nwy
& B, = —/ / f(z,y)sin sin — dx dy
ab Jo Jo a b
wl0a,) = 9(w9) & 3 whndnasin )
4 b a
S A, = / / g(z,y)sin T2 sin 27 4y dy
Wmnab Jo Jo a b
Kreisformige Membrane
Die (2 + 1)-dimensionale Wellengleichung
uy = Au, |z] <a, t>0 (5)
mit Dirichletschen Randbedingungen
u =0, |z =a, t >0 (6)

entsteht bei der Modellierung eines eingespannten kreisférmigen Membrans. Die Nor-
malmoden und deren Frequenzen sind fiir m = 1,2, ... und n =0, 1, ... durch

Umo(t,7) = Jo (jn;(]r) (Ao Sinwimot + Bpno oS wimot), Wmo = Jmo/ @

bzw.

uirm(t,r, 0) =J, (

rn : ,
2 ) cosnf(A} sinw! t+ Bl cosw! 1),  wl. = jmn/a

mn ~

u? (t,7,0) = J, <jmn7“) sinnf(A2, sinw?, t+ B2, cosw? t W2, = jmn/a
a

gegeben, wobei J,, die n-te Besselsche Funktion erster Gattung und j,,,, die m-te Null-
stelle von J,, ist.

Die radialsymmetrischen Normalmoden sind durch w,,g, d.h. n = 0 gegeben.

()
\ a

—

a r

u10 hat keine Knotenlinien.
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Jroa
Jeo

Ugo hat eine Knotenlinie bei r = J;Tooa

- y . >\
Jm-a\_/jzoa a

Jzo Jzo

u3p hat Knotenlinien bei r = 4% und r = 299,
J30 J30
Da w} , =w?, fiir n,m =1,2,... gilt, sind alle anderen Frequenzen degeneriert:

Js (M)  cos6
A\ a

\ \/m 9
a N 2 2

3r
5

Uh hat Knotenlinien bei 6 = z
Ji (10 aind
14 a

T 14
2 >r

u?, hat Knotenlinien bei § = 0, .
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Js (M) 0630

62" 6 6 27 6 °

s (g) 5in 30

<.

Jiza

T 27 A7 5w T

2 P . _ jlla o T 27 4T om
u35 hat Knotenlinien bei r = S und 6 =0, 3, <, 7, 5, 7,

Die allgemeinste Schwingung ist die Superposition

u(t,r,0) = E Jo (Jm(ﬂ”) (Ao Sin Wit + Bipo €0S winot)
a
m=1

+ Z I <]";nr) cosnf(Al sinw! t+ Bl cosw! t) (7)
m,n=1

o0 .

nT . .

+ E I <Jn; ) sinnf(A2, sinw?, t + B2, cosw? 1),
m,n=1

wobei die Koeffizienten A,,0, Bno, Appy Bhins A2y B, durch die Anfangsbedingungen
u(0,7,0) = [f(r,0), (8)
u(0,7,0) = g(r,0) (9)

bestimmt werden konnen. Um dies zu tun, benutzen wir die folgenden Orthogno-
alitétsrelationen.

Lemma

Firn=20,1, 2, ...gilt

und
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Mit Hilfe dieser Relationen und den Anfangsbedingungen kénnen wir die Koeffizi-
enten nun wie folgt bestimmen. Aus (7) und (8) folgt

0= 3 Bl (22 +

m=1

Z B ( mn )cosn9+B2 In (jmnr) sinné.
a

m,n=1

Dies ist gerade die Fourierreihendarstellung der Funktion 6 — f(r, ), und deshalb gilt

i BnoJo (jn;oT) = L f(r,0)deé, (10)

21 Jo

m=1

ZB}nan (]mrﬂ") / f(r,0)cosnd do, n=12,..., (11)

2
Z B <]mnr) _ l f(’l“, 9) sin nf d_@7 n = 1, 2, Cee (12)

™ Jo

ko7

Wir multiplizieren nun (10) mit r.J, ( ) und integrieren iiber (0,a). Dies liefert

[ () a() - L [ [ () e

m=1

-~

CL

= — 6 m
5 J1(jko) Ok

und damit

JkoT
By = 0)drdé k=1,2,....
kO 7ra2J1 ]ko / / ( )f(ra ) r ) )

Wir multiplizieren aufierdem (11) und (12) mit r.J, (£22) und integrieren wieder iiber
(0, a). Dies ergibt

JknT
B, = — Jn+1 P // ( )f(r,@)cosn@drd@, k,n=1,2,...,

JknT .
By, = a Jn+1 ) // ( )f(r,@)smnGdrd@, k,n=1,2,....

Damit haben wir die Koeffzienten B,,,, Aus den Anfangsdaten fiir u berechnet. Durch
analoge Rechnungen fiir die Anfangsdaten von w; erhalten wir

JroT
Ay = 0)drdo k=12 ...
0 wa?J1(Jro) 2wico/ / ( )g(r, ) drdf, T

1 a 2m Jk r
Al = T [ 2 0 6 dr do kn=12,...,
o Py A 2%1”/0 /0 r ( " )g(r, ) cosnf dr db, n

2 1 “ o jknr .
A, = _ rdp g(r,0)sinnd drde, k,n=12,....
o Jo

a
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Bemerkung

L*(2) sei der Raum aller iiber Q quadratisch integrierbaren Funktionen. Eine Folge
{um }°_; heifit orthonormale Basis fiir L*(), falls

° / U Uk = Ok (Orthogonalitdt und Normalisierung)
Q

e jedes f € L?(9) sich als

o9
fzzamu'rrw am:/fum
m=1 Q

schreiben lasst. (Vollstindigkeit der Basis)

In den obigen Beispielen nutzen wir folgende Fakten aus:

o0

nmx
= sin —} ist eine orthonormale Basis fiir L?(0, a)

n=1

b

(jkor)}oo U V2 J (jknr) cosml
\/_Gjl (Jro) a =1 VTad,y (i) "\ @ P

U V2 —J, (jknr) sin nfd
ﬁaJn+1(jkn) a

ist eine orthonormale Basis fiir L*({r < a}).

sin } ist eine orthonormale Basis fiir L? <(0, a) x (0, b)>
m,n=1

At
{ _nmy
|

kn=1



Kapitel 2

Die Wellengleichung

2.1 Wellengleichung im eindimensionalen Raum

In diesem Abschnitt betrachten wir das Anfangswertproblem

Uy = Py, r€eR, t>0,
u(0,z) = f(x) r € R,
u(t,0) = g(x) t>0.

Die allgemeine LOsung

Fiihre die neuen Koordinaten
E=x—ct, n=ux+ct

ein. Aus der Kettenregel folgt

o _ o o
ox Oxr 0§ Ox On
0.0

o On’

0 _ %0 _mo
ot ot o Ot On

o€ oy

so dass (1) in

L0 AN (0 DY
c85 0377 u=-c 5 " an u,

0 (Ou) 0
oE\on)
transformiert wird. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist

u(€,n) = F (&) +Gn),

d.h.

33
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wobei F' und G beliebige Funktionen einer Verdnderlichen sind. Die allgemeine Losung

von (1) ist daher

u(t,z) = F(z — ct)

——
Eine Welle, die sich

von links nach rechts
mit Geschwindigkeit ¢
bewegt

Die d’Alembertsche Losungsformel

G(x+ct) .
——
Eine Welle, die sich

von rechts nach links
mit Geschwindigkeit ¢
bewegt

Um die Funktionen F' und G zu bestimmen, betrachten wir die Anfangsbedingungen

(2) und (3). Es gilt:

flz) = F(z)+G(),
g(x) = —cF'(z)+ G (2),
so dass
Fl(z) = 3f'(z) — 59(2)
= F(x) = F(0) = 3f(z) — 3
G'(x) = 3f'(x) + 5:9(x)
= G(z) = G(0) = 3f(z) — 3
und daher

Flz —ct)— F(0) =

Gz +ct)—G0) =

N

Aus den letzten zwei Gleichungen folgt
u(t,z) = F(x—ct)+ Gz +ct)

2

He—ct) - }

z+ct
f(erct)—%f(O)—k—/O g(s)ds.

= 1<f(;c+ct)—|—f(x—ct)) +i/:+6t9(5)d8>

2c

—ct

da F(0) + G(0) = f(0) ist. Dies ist die d’Alembertsche Losung der Wellenglei-

chung im eindimensionalen Raum.

Konsequenzen der d’Alembertschen Lésungsformel

1. Eindeutigkeit Die obige Berechnung zeigt, dass jede zweimal stetig differenzierba-
re Losung u des Anfangswertproblems (1)—(3) durch die d’Alembertsche Formel

gegeben ist.
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2. Existenz Es seien f € C*(R) und g € C'(R). Eine einfache Berechnung zeigt,
dass die d’Alambertsche Formel eine Losung von (1)—(3) definiert.

3. Stetige Abhéngigkeit von den Anfangswerten Es seien u und u die Losungen zu

den Anfangswerten f, g bzw. f , g. Dann ist
u(t, ) — a(t, z)|
< %<|f(:p—ct) —f(x—ct)| + | f(x + ct) —f(;p+ct)|>

1 x+ct

3 L OREOILE

und folglich

sup [u(t, ) — a(t, )] < sup |f(z) - )|+ tsuplg(x) — §()|

= sup |u(t,z) —a(t,x)| < sup|f(x) — f(x)| + Tsup|g(z) — §(x)].
(t,z)€[0,T]xR z€eR T€R

Betrachtet man die Losung in einem endlichen Zeitintervall [0, 7], so héngt sie

also stetig von f und g ab.

Zu 1.-3. sagt man, dass das Anfangswertproblem wohlgestellt ist.

4. Keine glittende Eigenschaft Es seien f € C*(R) und g € C*'(R). Aus der
d’Alembertschen Formel folgt, dass u k-mal stetig differenzierbar und im All-
gemeinen nicht regulirer ist. Im Allgemeinen lasst sich die Regularitiat von
u nur dadurch steigern, dass die Regularitdtsvoraussetzungen an f und g erhcht
werden.

5. Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit Die allgemeine Losung besteht aus einer
Welle, die sich nach links mit Geschwindigkeit ¢ bewegt, und einer Welle, die
sich nach rechts mit Geschwindigkeit ¢ bewegt. Information breitet sich also mit
Geschwindigkeit +c aus.

6. Abhéngigkeitsbereich Da Information sich mit Geschwindigkeit +c¢ ausbreitet,
héngt der Wert von u an der Stelle (z¢,%y) nur von den Werten von u (und w;)
in dem nach unten gerichteten Kegel

{(z,t) : |z —x0| < c(to—1), t <to}
in der Raumzeit ab:

t

(XOv tO)

X — %o = ¢(t — to) X —Xo = —c(t — to)
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Die schraffierte Region ist der Abhéingigkeitsbereich

von (ZL‘Q, t[)).

Die Geraden mit Steigungen +1/¢ durch (g, ty) sind
die Charakteristischen durch (xg, t).

7. Einflussbereich Der Einflussbereich von (zg, ;) ist die Menge

{(z,t) : (w0, t0) liegt im Abhéngigkeitsbereich von (z,t)}.

Er ist der nach oben gerichtete Kegel

{(z,t) : |z — 20| < c(t —tg), t >t}

in der Raumzeit:

Die schraffierte Region ist der Einflussbereich

von (xg, to).

8. Schwache Losungen Die d’Alembertsche Formel definiert eine giiltige Funktion
u(t, z) auch im Falle f ¢ C?*(R), g ¢ C'(R). Eine solche Funktion heifit schwache

Losung der Wellengleichung im eindimensionalen Raum.

Beispiel

Losen Sie das Anfangswertproblem

Uy = Uy,
u(0,z) = f(x),
Ut(07x) = O,

wobei

reR, t>0,
r € R,
r € R,

2] <c,

lz| > c.
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Loésung
Die Losung ist
1
ult,@) = 5 (f(@+ct) + fla—ct),

und wir konnen eine explizite Formel fiir u finden, indem wir ein Raumzeitdiagramm
benutzen:

t
A
X+ct=—c xX+ct=c X—ct=—cC x—ct=c
6
4 5
1 2 3
—C c > x

Region 1 (x + ¢t < —¢, x — ct < —c): u(x,t) =0

Region 2 (—c <z +ct <c, —c<x—ct <c): u(z,t) =1

Region 3 (x +ct > ¢, v —ct > ¢): u(z,t) =0

Region 4 (—c <z +ct <ec, x —ct < —c): u(z,t) =1/2

Region 5 (x + ¢t > ¢, —c < x —ct < ¢): u(x,t) =1/2

Region 6 (z +ct > ¢, x — ct < —c¢): u(x,t) =0

Die Wellengleichung im Halbraum
In diesem Abschnitt betrachten wir das Rand-Anfangswertproblem

2

U = C Uy z>0,1t>0,
u(t,0) =0 t>0,
u(0,z) = f(x) x>0,
u(0,2) = g(x) x>0,

wobei f(0) = g(0) = 0 ist.

Wir kénnen dieses Problem losen, indem wir u, f und g auf ganz R durch eine Spiege-
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lung im Ursprung fortsetzen. Definiere

. {f(:v% x>0,

f(x) f(x)
X X
Dann gilt
att = CQ/ITL:MJ«, T € R, t> 0,
ﬂ(O,x) :f(I), z €R,
(0, 2) = g(z), r € R,

so dass & durch die d’Alembertsche Formel

1 x+ct

at,z) = %(f(m +et)+ fla - ct)) + 5 /Ht G(s) ds

gegeben ist. Folglich ist
1/~ _ z+ct
ult,a) = 3 (Flo+ct) + fla— ) + —/ (s)ds, x>0,

Bemerkung

Die Losung des Anfangsrandwertproblems

Uy = CCUgy, x>0, t>0,
u.(t,0) =0, t>0,
u(0,z) = f(z), x>0,
u(0, ) = g(z), x>0,

wobei f(0) = ¢’(0) = 0 ist, wird analog gefunden, indem man u, f und g auf ganz R
durch eine gewdhnliche Spiegelung fortsetzt.
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2.2  Wellengleichung im dreidimensionalen Raum

Radialsymmetrische Losungen

Wir studieren zunéchst den Fall radialsymmetrischer Daten, d.h. wir betrachten das
Anfangswertproblem

uy = Au x € R? t>0, (1)
u(0,x) = f(r) x € R? (2)
ut(O,X) = g(?”) X € Rga (3)

wobei r = |x| ist.

Wir suchen zunéchst radialsymmetrische Losungen der Form u = u(t, r) (spéter werden
wir sehen, dass jede Losung mit radialsymmetrischen Daten selbst radialsymmetrisch
sein muss). Das Anfangswertproblem (1)—(3) kann nun wie folgt geschrieben werden

2
Uy = 2 (uw—i——ur) r>0,t>0,
T
u(0,7) = f(r), r >0,
u(0,7) = g(r), r > 0.
Wir losen dieses Problem durch die Substitution U = ru. Aus
Utt = T"Utt, U'rr == 2ur + TUpy
folgt
Utt = CQUTT, r> O, t> O,
U(t,0) =0, t>0,
U(0,r) = F(r), r >0,
Ui (0,7) = G(r), r >0,

wobei F(r) = rf(r) und G(r) = rg(r) ist. U(t,r) 16st also die Wellengleichung im
Halbraum {r > 0} mit Dirichletscher Randbedingung bei r = 0, so dass

1 - _ r4-ct 5
U(t,r):§<F(r+ct)+F(r—ct)>+2—C/ G(s) ds, r >0,
r—ct

wobei F, G die Fortsetzungen von F bzw. G auf {r € R} durch eine Spiegelung im
Ursprung sind. Folglich ist

1 - ~ 1 rct
u(t,r):§<F(T+ct)+F(r—ct))—1—%[Ct G(s)ds, r>0.
Allgemeine Losungen

Wir betrachten nun das allgemeine Anfangswertproblem

uy = Au x €R3 t>0, (
u(0,x) = f(x) x € R3, (
ut(OaX) = g(X) X &€ R37 (

~—
Tt
~— ~—

(@)
~—
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mit der Methode der sphéirischen Mittel.

Wiihle x € R3, r > 0, t > 0 und definiere

_ 1
X, T = ds )
Fxr) [)Br(x)ﬂy) )

4rr?

_ 1
90r) = o [ o)as)

_ 1
U(X, T, t) = m /63 ) U(t, Y) dS(y)7

wobei dS das natiirliche Oberflichenmaf} auf der Sphére 0B, (x) ist.

At

u ist der Mittelwert
von u iber die Ober-
fliche dieser Kugel im

f_ Raum
r r -

:EGRE

Lemma

Es sei u(t,x) eine Losung des Anfangswertproblem (4)—(6). Fiir jedes feste x € R
geniigen die sphérischen Mittel @, f, g den Euler-Poisson-Darboux-Gleichungen

2
Uy = C? (ﬂw—i-—ﬂT), r>0,t>0,
r
u(x,r,0) = f(x,7), r >0,
w(x,r,0) = g(x,r), r > 0.
Beweis
Die Gleichung
Ju
[ weyave=¢ [ sueyave)=¢ [ eyase) o
By (x) By (x) 9B, (x) I
folgt aus (4) und der Vektoridentitét
ow
[ dumaviy = [ Fiv)asi)
v ov In

Auf der Kugel B, (x) fithren wir nun Kugelkoordinaten

psinf cos ¢
y=x+ | psinfsing
pcosf
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ein. Unter Verwendung der Integralsitze finden wir

2
/ u(t,y)dV(y / / / uy(t, p,0,¢)p*sin @ df de dp
(%)
2w
=/ 47T02( 2/ / u(t, p,0,9)p sin9d9d¢) dp
0 \47TP o Jo g

JR— 1 -
dmp? 9B, (x)

= / 47Tp2att(xv Ps t) dp (8)
0

ug(t,y) dS(y)

Mit
9 (t,y) = 9 (t,0,0,0) ) |r=p = ﬁu(t r,6,9) fiir alle € 0B, (z)
anu’ y apu 7107 ) r=0 T 87’ s Ty ¥y ur a y T

gilt aulerdem
r?sin 6 df d¢

2
| rayasty / S(t.0.0.0)
0B (x) an 0 p=r
6u
/ / (t,r,0,¢)sin0dbd¢
o Jo or

2] s
=73 /0 /0 u(t,r, 0, ¢)sinfdd de

(t 7,0, )r?sin 0 df d(b)

s [ east )

= 4mr? g(x T, ). (9)

(i
(o

Aus (7)-(9) folgt
" 50U
/ pzatt(x7 p? )dp - C T a (X T, t)
0
und Differenzieren nach r liefert

2ty = A(2rd, + r2t,,)

! 2( i )
Uy = C Upp + —Uyp | -
r

u(x,r,0) = f(x,7), w(x,r,0) = g(x,r)
folgen schliefflich direkt aus

u(0,x) = f(x),  u(0,x) = g(x).

und damit

Die Gleichungen
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O

Das soeben bewiesene Lemma besagt: Fiir jedes feste x € R3 ist die Funktion # ei-
ne radialsymmetrische Losung der Wellengleichung im dreidimensionalen Raum mit
Anfangswerten f, g. Daher gilt

1 B _ 1 r+ct
T — —(F Fx,r — ) .
u(x,r,t) 5 ( (x,7+ct) + F(x,r —ct) ) + v / ) G(x, s) ds,

wobei F, G die Fortsetzungen von F(x,7) := rf(x,7) baw. G(x,7) := rg(x,r) von
{r > 0} auf {r € R} durch eine Spiegelung im Ursprung sind, d.h.

F o Tf(X, 7’), r 2 O’

(r) = rf(x,—r), r <0,
. B rg(x,r), r >0,
Glor) = { rg(x,—r), r<o0

Satz

Jede Losung u(t,x) des Anfangswertproblem (4)—(6) ist durch

)= o [ o054 (o [, S91050)

gegeben. Diese Formel wird die Kirchhoffsche Formel genannt.

Beweis

Der Schliissel fiir den Beweis ist die Beobachtung, dass

u(t,x) = 17%1 u(x,r,t)

fiir jedes feste x € R3 und ¢ > 0 gilt.
Da wir den Grenzwert r | 0 fiir festes ¢ und x untersuchen, diirfen wir annehmen,
dass 0 < r < ct ist. In diesem Fall gilt

u(x,r, t)

= ((r+ct)f X, 7+ ct) + (r_ct)f(x,ct—r))

1 /r+ct 1 0
— (x,s)ds + — / sg(x, —s)ds
2 2er Jo_w

— % ((ct +7)f(x, et + 1) — (ct — ) f(x,ct — r)) + L /CHT sg(x, s) ds.

2cr
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Da
1

a+h
léﬁ}ﬁ/ah H(s)ds = H(a)
fiir alle stetigen Funktionen H gilt, finden wir

1 ct+r 1
13{8@/0” sg(x,s)ds = Ectg(x, ct)
1

= tm /a&t(x)g(y) dS(y)
1
= ds
— /8 IS

und unter Zuhilfenahme von

- % (H(a+ 1)~ H(a— 1) = H(a)

finden wir

13@12%(((% + 1) f(x, et +7) — (ct — ) f(x,ct — 7’))
0

- x|

= f(x,ct) + ctf.(x,ct)

0
= a(tf()g Ct)

o[ 1
= 5 <47Tc2t /aBC,(x)f(Y)dS(Y))'

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Bemerkungen

43

1. Der obige Satz impliziert die Eindeutigkeit der Losung: Jede Losung des Anfangs-

wertproblems (1)—(3) ist durch die Kirchhoffsche Formel gegeben. Die Existenz
einer Losung folgt daraus, dass die Kirchhoffsche Formel eine Losung des An-
fangswertproblems definiert, wie eine einfache Berechnung zeigt.

. Genauer gesagt, fiir f,g € C*(R3) liefert die Kirchhoffsche Formel die Existenz
einer klassischen Lésung, die die Differentialgleichung (4) punktweise erfiillt. Die
Kirchhoffsche Formel kann jedoch auf fiir allgemeinere Funktionen f und g aus-
gewertet werden (es miissen nur alle Terme wohldefiniert sein), liefert dann aber
i.A. nur schwache Lisungen.

. Da Information sich mit Geschwindigkeit ¢ ausbreitet, hingt der Wert von u an
der Stelle (x¢,to) nur von den Werten von u (und u;) in dem nach unten gerich-
teten Kegel {(x,?) : |[x —xo| < ¢(to — 1), t <o} in der Raumzeit ab. Allerdings
enthélt die Kirchhoffsche Formel nur Integrale iiber sphérische Oberflichen, so
dass der Abhéngigkeitsbereich von (x,ty) die Oberfliche

{(x,1) 1 |[x —x¢| = ¢ty — 1), t <to}

des Kegels ist.
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Nz

| (X0 7o) Der

| Abhéngigkeitsbereich

| von (Xg,tp) ist die
Oberflache dieses

| Kegels

I

I

P

L - - - - — — _

Der Einflussbereich von (xg, tg) ist die Oberflache des entsprechenden nach oben
gerichteten Kegels, d.h.

{(x,t) : |[x — x| = c(t —tg), t > to}.

A

| Der Einflussbereich
| von (xo,tg) ist die
| Oberfliche dieses
| Kegels

I

| \/

| (5 %)

L - _— - _ _ _ _ _ _)5 € R5

Dieses Ergebnis ist das Huygensche Prinzip fiir die dreidimensionale Wellen-
gleichung.

2.3 Wellengleichung im zweidimensionalen Raum

In diesem Abschnitt l6sen wir das Anfangswertproblem

Uy = (Uggy + Uyy) (z,y) €R? t >0, (1)
u(owray) = f(-T,y) (37,:1/) € RQ? (2)
ut(07xay) = g(xvy) (fL’,y) S RQ' (3)
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Satz

Jede Losung u(t, z,y) des Anfangswertproblems (1)—(3) ist durch

9(2,9) -
u(tz,y) 27rc // (22 — (2 —x)?2 — (y —y)?)V/? dz dy

Bet(z,y)

27rcat< // (c2t? — (7 - <)~’§)(?J—y> )1/2dxdy>

Bet(z,y)

gegeben. Diese Formel wird die Poissonsche Formel genannt.

Beweis

Wir betrachten u(t, z,y) als Funktion u(t,x), x = (x,y, 2), die nicht von z abhéngt
und daher die Wellengleichung

uy = 2 Au, x€eR3 t>0

mit Anfangswerten ul,—g = f, u|i—o = ¢ erfiillt, wobei f(x,y), g(x,y) ebenfalls als z-
unabhéngige Funktionen f(x), g(x) betrachtet werden. Laut der Kirchhoffschen Formel
gilt also

u(t,z,y) = u(t,x)

2=0

1 o/ 1
— ds = ds .
Py /6 Bct(mvyvo)g(y) (y) + BT ( P /8 Bct<x,y70)f (y) (y))

Wir erhalten die Poissonsche Formel, indem wir iiber z in der obigen Formel integrieren.
Dies ist die Hadamardsche Abstiegsmethode.

Es gilt
OBe(w,y,0) = {(2,9,2): (7 —2)" + (§ —y)* + 2° = **}
= {(@,9,2): (@ —2)+ G-y’ <, 2=+h(z.9)}
= {(2,9,2) : (2,9) € Bul(z,1), 2 = £h(Z,7)},
wobei

ist. Damit ist

/ g(y)dS(y) = 2 // 9(&,9) (1 + h3 + h3)'/2dz dy
OBct(x,y,0)

Bct(l‘,y)
9(z,9) o
= 2ct dzd
¢ // @2 —(GE—aP—(G—yD)2 Y
BCt(x’y)

wobeil wir die Identitat

1+h2+02 = 1+ (—(”%_x)): (_@_y)>2
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verwendet haben. Auflerdem gilt

o £(@,9) .
/cht(a:,y,O) f(Y) dS(Y) = 2ct // | (02t2 — (j _ :E)2 _ (g _ y)2)1/2 d dyv

Bct (IE,y

und es folgt die Behauptung. 0

Bemerkungen

1. Existenz und Eindeutigkeit folgen durch das iibliche Argument.

2. Die Poissonsche Formel zeigt, dass der Abhéngigkeitsbereich von (xg, ty) der gan-
ze nach unten gerichtete Kegel {(x,t) : |[x —xo| < c(to — t), t < to} ist.

2 Der

(%01 o)

Abhéngigkeitsbereich
von (Xg,tg) ist der
ganze Kegel

- — — —>

Der Einflussbereich von (xg, to) ist der ganze entsprechende nach oben gerichteten

Kegels, d.h.
{(x,t) : |[x —x0| > c(t —ty), t > 1o}
N2
| er Einflussbereich
| von (xg,tp) ist der
| ganze Kegel
|
|
|
|
L - - - - — — _ _

Dieses Ergebnis ist das Huygensche Prinzip fiir die zweidimensionale Wellen-
gleichung.
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Bemerkung

Frage: Warum konnen wir die Methode der sphérischen Mittel nicht direkt auf die Wel-
lengleichung im zweidimensionalen Raum anwenden? Antwort: Im zweidimensionalen
Fall ist das sphérische Mittel

1
awrn) =5 [ oty dedy
r\Z,Y

zwar eine radialsymmetrische Losung der Wellengleichung im zweidimensionalen Raum,

d.h. .
Uy = (aw + —@T> (%)
T

fiir jedes (z,y) € R% Es existiert aber keine Substitution, die analog zur Substitu-
tion U = ru im dreidimensionalen Fall die Gleichung (%) in eine andere Gleichung
transformiert, die wir explizit 16sen kénnen.
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Kapitel 3

Die Wiarmeleitgleichung

3.1 Das Maximumsprinzip

Es sei () eine offene, beschrinkte, zusammenhéingende Teilmenge von R™. Fiir den
Raum-Zeit-Zylinder

QT =0 x (O, T]
definieren wir den parabolische Rand von () durch

9Qr = (2 x {0}) U (99 x [0,T7).

Insbesondere ist 0'Q)r abgeschlossen.

A t A t
T e — T - - - - — - -»
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
- - - "~ ~ " >x€R" - N >x€R"
S0 ] 0
Q7 besteht aus dem Inneren und J'Qr besteht aus dem Mantel
dem Deckel des Zylinders und dem Boden des Zylinders

Satz (Das schwache Mazxzimumsprinzip)

Die Funktion v € C?(Q7) N C(Q) erfiille
u—Au<0  firalle (x,t)€ Qr.

Dann gilt

max u(x,t) = max u(x,t),
(Xrt)eQT (X,t)Ea’QT

d.h. das Maximum von u iiber () wird in einem Punkt des parabolischen Randes von
()T angenommen.

49
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Beweis

(A) Wir behandeln zundchst den Sonderfall
uy — Au < 0, (x,t) € Q.

Nehmen wir an, v nimmt sein Maximum iiber Q; in einem Punkt (xo,to) & 0'Qr an.
Wegen x( € €2, 0 <ty < T folgt nun aus

Op,u(X0,t0) =0, j=1,....n (xq ist kritischer Punkt von u(-,ts)),

07 u(Xo, o) <0, j=1,...,n (%o ist ein lokales Maximum von (-, ty))
sowie

Jyu(x,tg) = 0, falls to < T (to ist kritischer Punkt von u(xg,-)),

Owu(xg,t9) >0, fallsty =T (to ist ein lokales Maximum von u(Xg, -))

/]\

einseitige Ableitung

Insgesamt gilt damit
ut(Xo,to) - Au(Xo,to) Z 0,

was unserer Voraussetzung widerspricht.
(B) Um den allgemeinen Fall

u — Au <0, (x,t) € Qr
zu behandeln, definieren wir
ve(x,t) = u(x,t) — et.
Fiir jeden positiven Wert von ¢ gilt damit
v—Av = u—Au—cec < 0, (x,t) € Qr,
und Schritt (A) liefert

max v.(x,?) = max v.(x,t). *
(x,t)€Qr (1) (x,t)€d'Qr (1) (*)

Afugrund der gleichmifigen Konvergenz v.(x,t) — u(x,t) in Q; fiir ¢ — 0, gilt
nun
max  v.(x,t) =20, max  u(x,t),
(X,t)GQT (x7t)€QT
max  v.(x,t) =% max u(x,t),
(x,t)€0’'Qr (x,t)€d’'Qr

und mit (*) folgt die Behauptung. O



3. DIE WARMELEITGLEICHUNG 51

Korollar

Mit den obigen Notationen gilt:

1. uy — Au > 0 in Q7 = Das Minimum von u wird in einem Punkt
von &'Qr angenommen

2. uy — Au = 0 in Q7 = Das Maximum und Minimum von u werden in
Punkten von d'Qr angenommen

Lemma ( Vergleichsprinzip fiir Lésungen)

Seien u, v € C?(Qr) N C(Qr) zwei Funktionen mit

w — Au = fi, vy — Av = fo, (x,t) € Qr,
U = g, UV = g2, (X,t) - a/QT,

wobei f1, f» € C(Qr) und g1, g2 € C(0’Qr) gegeben sind. Dann gilt
u(x,t) < v(x, 1

fiir alle (x,t) € Q.

Beweis

Die Funktion w = u — v erfiillt nach Voraussetzung

w, — Aw <0, (x,t) € Qr,
w <0, (x,t) € IQr.

Dem schwachen Maximumsprinzip zufolge gilt also

w(x,t) < max w(x,t) = max w(x,t) <0
(x,)€Qr (x,t)€0'Qr

fiir alle (x,t) € Q. O

Lemma (Eindeutigkeit von Ldsungen)

Seien f € C(Qr), g € 90 x [0,T] und h € C () gegen mit g(x, 0) = h(x) fiir alle
x € 0f). Dann besitzt das Rand-Anfangswertproblem

u — Au = f, (x,t) € Qr,
u =g, (x,t) € 909 x (0,7,
Ul—o = h, x € €,

hochstens eine Losung u € C?(Qr) N C(Qr).
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Beweis

Seien u; und us zwei Losungen des Rand-Anfangswertproblems, und sei u = us — uy.
Dann gilt

Uy — Au = Oa (X7 t) S QTv
u =0, (x,t) € IQr.
Aus dem schwachen Maximums- bzw. Minimumsprinzip folgt nun
max u(x,t) = max u(x,t) =0,
(x,1)€Q (x,t)€0'Qr
min wu(x,t) = min wu(x,t) =0,
(x,)€Qr (x,t)€0'Qr
so dass u(x,t) = 0 fiir alle (x,t) € Q gilt. O

Das schwache Maximumsprinzip kann wie folgt verschérft werden (zum Beweis siehe
Evans).

Satz (Das starke Maximumsprinzip)
Die Funktion v € C?(Qr) N C(Q) erfiille

ur — Au <0, (x,t) € Qr.
Dann ist u entweder konstant oder es gilt

1) < a , T
v < i

fur alle (x,t) € Q7.

Bemerkung

Es gilt das entsprechende starke Minimumsprinzip.

Korollar (Positivitit von Lisungen)

Sei g € C(Q) eine nicht-konstante Funktion mit g(x) > 0 fiir alle x € Qund g(x) =0
fiir x € 992. AuBerdem sei u € C*(Qr) N C(Qy) eine Funktion mit

uy = Au, (x,t) € Qr,
u =0, (x,t) € 09,
U|t:0 =g, x € Q.

Dann gilt u(x,t) > 0 fur alle (x,t) € Qr.

Beweis

Zunichst bemerken wir, dass u nicht konstant sein kann, denn eine solche Konstante
miifite Null sein, was der Voraussetzung an g widerspricht. Aus dem starken Minimum-
sprinzip folgt damit

u(x,t) > min wu(x,t) =0
(1) > min u(x,1)

fir alle (x,t) € Q. O
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Bemerkung

23

Das obige Korollar besagt, dass Informationen sich mit unendlicher Geschwindigkeit

ausbreiten:

N\

o

<

‘____>>_<€R"

Nehmen wir an, u(x,0) ist positiv
auf einem kleinen offenen Intervall

und verschwindet auflerhalb. .

7 N

T ~~~*xeR’
(0]

Es gilt u(x,t) > 0 fiir alle ¢ > 0
und x € (). Die kleine anfédngliche
Storung des trivialen Zustandes hat
den Wert von u in allen Punkten
von €2 sofort beeinflusst: Sie hat
sich also mit unendlicher Geschwin-
digkeit ausgebreitet.

>

3.2 Das Anfangswertproblem im R"

In diesem Abschnitt betrachten wir die Warmeleitungsgleichung

u; = Au,

mit Anfangsbedingung

u‘tZO =9,

Der Gaufische Kern

xeR" t>0

x € R"™.

Wir beginnen mit einer besonderen Lésung der homogenen Gleichung

uy = Au,

Definition

Die Funktion
K(x,t) =

hei3t der Gaufische Kern.

(4mt)n/?

—1x|2 /4
o IxI2/4t.

x eR" t>0.

xeR" t>0

Lemma (FEigenschaften des Gauflschen Kerns)

Der Gaufische Kern hat die folgenden Eigenschaften.

1. K ist unendlich oft differenzierbar fiir x € R”, t > 0;

2. K lost die Warmeleitungsgleichung fiir x € R™, ¢ > 0;

3. K(x,t) >0 firx € R", t > 0;

4. K(x,t)dx =1 fiir t > 0;
]Rn

5. Fiir jedes 6 > 0 gilt

lim K(x,t)dx = 0.

£10

Ix|=46



54 3.2. ANFANGSWERTPROBLEM IM R"

Beweis

1. Aus der Formel fiir K(x,t) ist ersichtlich, dass K unendlich oft differenzierbar
fiir x € R”, ¢ > 0 ist.

2. Beachte, dass K(x,t) eine radialsymmetrische Funktion ist:

1 .
Rl ) = (47rt)n/2e ", r=x|.

Aus der Formel

A =92 4210,

fiir den Laplace-Operator fiir radialsymmetrische Funktionen in n Dimensionen

finden wir, dass
Kt - AK

fir x € R™, t > 0 ist.

3. Aus der Formel fiir K(x,t) ist ersichtlich, dass K(x,t) > 0 fiir x € R", ¢ > 0 ist.

4. Es gilt:
K(x,t)dx = L/ e IXP/At qx
R ’ (47Tt)n/2 Rn
1 vl
= W”/Q/R e W™ dy
1 Y=y
= W e 71 ”dyl dy
1 e )
- m( /Re Ty >
—_——
=/
=1
5. Es gilt:

1 2
K(x,t)dx = / —kP/4t gk
/|x|za b t) (47“ [COREN N

_ flyl
= B / dy

fiir t — 0, wobei wir verwendet haben, dass

lim f(x)dx =0

fiir jede iiber R™ integrierbare Funktion fgilt.
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Satz (Darstellungsformel fiir Losungen)

Sei g € BC(R™) (d.h. g ist stetig und beschréinkt) gegeben und sei u € C®°(R™ X
(0,00)) N BC(R™ x [0, 00)) definiert durch

uxt) = | Kx=yt)g(y)dy,
wobei K (x,t) der GauBsche Kern ist. Dann 16st u die Wéarmeleitgleichung
uy = Au, xeR" t>0
mit Anfangsbedingung
Uli—0 = ¢, x € R".
Beweis

Wir zeigen zunéchst, dass u die Differentialgleichung fiir ¢ > 0 erfiillt. Aufgrund der
Differenzierbarkeit von K und der Taylorschen Restglieddarstellung gilt nun fiir festes
t > 0 und alle ¢ < t/2, z € R™ die Abschétzung

K(z, t+¢)— K(z,t)
£

— Ki(z, t)| =¢ ‘Ktt(z7 (t, E))|

<e sup }Ktt(z,f)}

itgtgit

< eD(t)K(z, 2t),

wobei D(t) eine Konstante ist, die von t aber nicht von z abhéngt. Hierbei haben wir
benutzt, dass

s s 52
(1 —+ 32 + 34) exp (_E) S (1 —+ 32 + 54) exp (-&) S Cexp (—g)
fiir alle s € R und eine geeignete Konstante C' gilt. Wir schlielen nun

u(x, t+e) —ulx, 1)

Ki(x -y, )g(3) dy\
13 R™

<eD(t) | K(x-y,2t)|g(y) dy <eD(t)M

R
wobei
M = sup |g(y)-
yER?
Damit haben wir gezeigt, dass
u(x, t) = . Ki(x —y,t)g(y)dy

gilt, und analog zeigt man

Bulx, ) = [ (BE)x-y.t(y) dy
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wobei sich A auf die Ableitungen bzgl. x bezieht. Insgesamt folgt damit u; — Au =0
aus K; — AK = 0.

Es bleibt zu zeigen, dass u die Anfangsbedingung erfiillt. Dazu zeigen wir nun
Stetigkeit von u in jedem Punkte (z, 0) mit z € R", d.h.

lim u(x, t) = g(2).
10

Insbesondere wollen wir zeigen, dass es zu jedem ¢ > 0 Zahlen 6 > 0 und A > 0
existieren, so dass

x—z| <), 0<t<A = Ju(x,t)—g(z)|<e.
Fiir gegebene z € R™ und € > 0 wihlen wir nun §, A > 0 wie folgt:

1. Da g stetig in z ist, existiert 6 = d(z) > 0, so dass

E
ly —2z[ <26 = |9(y)—g(Z)|<§-

2. Da limtwf

iy [ K(x —y,t)dy = 0, existiert A = A(z, ) > 0, so dass

£
0<t<A = Kx—y,t)dy < —.
< s (x -y, t)dy < -7

Fir |x —z| <, t < A gilt nun

lu(x,t) — g(2)|
=L K(x—y,t)g(y)dy — g(z)
- | K(x—y,t)g(y)dy — s K(x—y,t)dyg(z)
1 ’

- | [ K=y (0) - o(2) dy\

- /x—ysz(X v laly) = gt#) d-‘/\ ¥ \ /|x_y|<5K<X ~y.0)(9(y) ~ g(z)) dy

< 2M K(x—y,t)dy + sup |g(y) — g(2) K(x—y,t)dy

[x—y[>d |x—y|<é |x—y|<d

<1

< 2M K(x—y,t)dy + sup |g(y)— g(z)|

[x—y|>6 |x—2z| <20

(denn |x —y| <9, |x—z|<d = |y—z| <20

€ €
< 2M—+ —
- 4M * 2
= ¢

und der Beweis ist beendet. O
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Bemerkung

Die Funktion

u(x,t) = . K(x—y,t)g(y)dy

ist unendlich oft differenzierbar fiir x € R™, ¢ > 0, denn wir kénnen beliebig oft unter
dem Integral differenzieren. Genauer gesagt, es gilt

021 ... 9% 9 u(x,t) = / (a;;; , .ag;afK(x—y,t)>g(y) dy.

Insbesondere schliefen wir, dass die Anfangsdaten sofort geglittet werden.

t=20 t>0
M >x €R" J\/\ >x € R"
Die Anfangsdaten u(x,0) sind nur Die Losung u(x, t) ist fiir alle ¢ > 0
stetig. unendlich oft differenzierbar

Notation
1. Die Kombination

u) = [ nlx - yyusly)dy

zweier Funktionen u; und us heifit Faltung von u; und us und wird oft als uq xus
geschrieben.

Die Losung der Wirmeleitgleichung im n-dimensionalen Raum ist also die Fal-
tung des Gaufischen Kerns mit dem Anfangswert g.

2. Die skalare Funktion

2 T
erf(z) = ﬁ/o e ¥ ds

heifit Gauflsche Fehlerfunktion und besitzt die folgenden Eigenschaften:

e crf(0) = 0;
o erf(z) — 1 fiir v — oc;

o crf(z) > 0 fiir alle z > 0;

o« K(zt) = (% (%erf (%))

Ublicherweise existiert keine explizite Formel fiir die Losung der Wirmeleitungsgleichung
im n-dimensionalen Raum. Es gibt aber Anfangswerte g, fiir die K % g durch die
Fehlerfunktion ausgedriickt werden kann.
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Satz (Eindeutigkeit von Lésungen)

Fiir gegebenes g € BC(R™) gilt:
1. Es existiert eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems

uy = Au, x e R" t>0,
u‘t:O =49, X € Rn?

aus der Klasse aller Funktionen u € C%(R™ x [0, c0)) N C(R™ x [0, c0)), die po-
lynomial in der Zeit wachsen.

2. Diese eindeutige Losung u ist u = K * g, wobei K der Gaufiche Kern ist.

Dabei heifit v polynomial wachsend in der Zeit, falls es zwei Konstanten M und N
gibt, so dass

lu(x,t)| < M(1+tY)

fiir alle x € R™ und ¢ > 0 gilt.

Beweis

(Existenz) Wir wissen schon, dass u = Kxg das Anfangswertproblem 16st. Diese Losung
ist auflerdem beschrankt, da

u(x,1)] =

[ Kix—y.naty) dy|

< suplg(y)| [ K(x—y,t)dy
yeR”? R™

s

g

=1

gilt, und dsamit auch polynomial wachsend in der Zeit.
(Eindeutigkeit) Seien nun u; und wus zwei polynomial wachsende Losungen. Die
Differenz w = u; — us 16st dann das Anfangswertproblem

wy = Aw, x € R" t>0,
U)|t:0:O, x € R"

und ist auch polynomial wachsend in der Zeit, d.h. es gilt
w(x, t)] < M(1+1tY)

fiir geeignet gewihlte Konstenten M und N. Fiir gegebenes R > 0 und T" > 0 betrach-
ten wir nun die Menge

Qrr ={(x,t):|x| <R, t € (0,T]}

sowie den dazugehdorigen parabolischen Rand 0'Qp 1.
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t t
—F— - - T -
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
——— -l - ——— R XER"
R R R R
Qrr besteht aus dem Inneren 0'Q g, besteht aus Mantel und
und dem Deckel des Zylinders. Boden des Zylinders.

Wir wollen nun zeigen, dass

|w(x, t)| S &, (X7 t) € @RT (*)

fiir beliebig gewéhlte R > 0, T > 0, und ¢ > 0 gilt, denn dies impliziert w(x, t) = 0
fiir alle x € R™ und ¢ > 0 aufgrund der Beliebigkeit von R, T" und ¢.
Seien nun R > 0,7 > 0, > 0 gegeben. Wir betrachten die Funktion

1

|2 )
75 €XD
(1— )" <8T(1—%)

und wahlen p = p(R, T, €) > 0, so dass

v (x,t) =

vu(x,t) <e, (x,t) € @R’T.
Eine einfache Berechnung liefert
o, = Av,, x € R" te€(0,T]
sowie
vu(x,0) > 0 =w(x,0).

Fiir x mit [x| = S und ¢t € (0,77 gilt nun

Ju

S2
— exp
(1— )" (ST(l—%)>

2
> jLexp <§_T) >MA+TV) > M1 +tY)

v, (x,t) =

fiir alle hinreichend grofie Werte von S = S(R, T, €). Ohne Beschrankung der Allge-
meinheit konnen wir S > R annehmen, und deshalb gilt

vu(x,t) > M1 +tY) > w(x,t)

fur [x| = S.
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Dies ist |x| =S, t € (0,T7.
— — —¢ — — 19— — —4 Hier ist w > v,,.

;)_(E]Rn
«—> <>
R R k Dies ist t = 0.

ler 1 > .
5 5 Hier ist w > v,

Es gilt also
wix,t) Svx,t),  (xt) € I Qur

und aus dem Vergleichsprinzip auf dem beschriankten Gebiet Bg(0) folgt
w(x,t) < wv,(x,t), (x,t) € Qgr-
Dies impliziert
w(x,t) <wvu(x,t) <e, (x,t) € @R,T7

da GR,T C @S;p ist. Wir wiederholen nun dieses Argument mit —w an Stelle von w,
und haben damit insgesamt (*) gezeigt. O

Bemerkung
1. Fiir die physikalisch richtige Losung u = K * g gilt offensichtlich
c.<gx)<ecp Vx — co <ux,t)<cy Vx,t>0

Auflerdem kann man zeigen, dass

/ (0$g(x))2dx < 00 == / (O u(x, t))zdx <oo Vit>0

fiir alle 7 = 1...n und m € N gilt.

2. Es gibt in der Tat unendlich viele weitere Losungen des Anfangswertproblems
im R". Diese sind aber unphysikalisch und wachsen (im Betrag) sehr schnell fiir
|x| — oo und sind nicht polynomial wachsend in der Zeit.



Kapitel 4

Die Laplace- und die
Poisson-Gleichung

4.1 Distributionen

Eindimensionale Distributionen
Definition (Testfunktionen)

1. Eine (reelle) Testfunktion ist eine reellwertige, unendlich oft differenzierbare
Funktion, die auflerhalb eines beschrankten Intervalls verschwindet. Insbesondere
ist der Trager von ¢, d.h.

supp ¢ == {z € R : ¢(z) # 0},

kompakt.

(a) (b)
/\\//\ . AN /\;x

(a) und (b) sind Testfunktionen

(c) (d) nicht

(_
‘_J\ /\differenzierbar
- " %

verschwindet nicht

(c) und (d) sind keine Testfunktionen
Die markierte Region ist der Trager der jeweiligen Funktion, d.h. das kleinste

abgeschlossene Intervall, aulerhalb dessen die Funktion verschwindet. Wir be-
zeichnen den Trager einer Funktion ¢ mit supp ¢.

61
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2. Wir bezeichnen die Menge aller Testfunktionen mit D(R).
3. Eine Folge {¢,} von Testfunktionen konvergiert gegen die Testfunktion ¢, falls

(a) es ein beschrianktes Intervall I gilt, so dass supp ¢, C I fiir alle n und
supp ¢ € I,
(b) alle Ableitungen von ¢,, gegen die entsprechenden Ableitungen von ¢ gleichméfig

auf I konvergieren, d.h lim, . sup,.; o™ (z) — ¢™)(z)| = 0 fiir alle m €
N.

Definition (Distributionen)

Eine (reelle) Distribution f ist eine lineare und stetige Abbildung D(R) — R, wobei
wobei wir (f, ¢) statt f(¢) schreiben.

e Linearitit:

(f7 Oé(bl + ﬁ(bQ) = Oé(f, (bl) + 5(f7 ¢2)

fiir alle Testfunktionen ¢, ¢o und alle rellen Zahlen «, (;

o Stetigkeit:
=0 = (fion) = ([.0)

Wir bezeichnen die Menge der Distributionen mit D'(R).

Beispiele

1. Eine beliebige beschrinkte Funktion f : R — R definiert eine Distribution
(o) = [ f@ow) s

2. Die Diracsche “Delta-Funktion’ im Punkt a € R ist die durch die Formel

(00, @) = ¥(a)

definierte Distribution. Wir wollen 9, die Dirac-Distribution im Punkte a nen-
nen; ist @ = 0, so schreiben wir oftmals § statt dg.

Definition (Ableitungen von Distributionen)

Die Ableitung einer Distribution f ist die durch die Formel

(f,0) == —=(f,¢)

definierte Distribution. Hohere Ableitungen werden rekursiv definiert, so dass die Dis-
tribution f™ durch die Formel

definiert ist.
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Bemerkung

Alle Distributionen sind unendlich oft differenzierbar.

Beispiele

1. Es sei f € BCY(R). Dann definieren f und die gewthnliche Ableitung f’ die
Distributionen

o) = [ st
7o) = [ f@e .
Definitionsgemé8 ist die Ableitung der Distribution (f, ) die durch die Formel
70 = = [ @
_ / T f@)é(x)de  (partielle Integration)

definierte Distribution (f’,-), so dass die zwei Definitionen von f’ miteinander
ibereinstimmen.

2. Betrachte die Heaviside-Funktion

1, x>0,
H(z) =
0, x <0,

die die Distribution

<m@:=/mHmwmm

—00

= /000 ¢(z)dx

definiert. Die Rechnung

(H',¢) = —(H,¢)
= —/0 ¢ (z) da
— 4(0)
= (6,9)

zeigt, dass die Ableitung von H im Sinne der Distributionen die Diracsche Delta-
Funktion ist.

3. Die k-te Ableitung der Dirac-Distribution ist durch
(6%, ¢) = (=1)"¢"(a)
gegegeben.
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Notation
Es sei h: R — R eine Abbildung und f eine Distribution. Es gelte

(1:6)= | hw)ota)da
fiir alle Testfunktionen ¢, deren Trager in dem offenen Intervall I liegt. Dann schreiben
wir

f=h(x) fir zel.

Beispiel
Es gilt

0=0 fir —oco<z<0 und 0=0 fir 0<zx< oo,

aufgrund von (9, ¢) = ¢(0) = 0 fiir alle ¢ mit 0 ¢ suppeo.

Definition (Konvergenz von Distributionen)

Eine Folge {f,} von Distributionen konvergiert gegen eine Distribution f, falls

(fn, @) = (f, 0) fiir n — oo

fiir alle Testfunktionen ¢ € D(R).

Bemerkung

Differenzieren im Sinne der Distributionen ist eine lineare und stetige Operation, wobei
Stetigkeit sich (nur) auf Konvergenz im Sinne von Distributionen bezieht.

Beispiele

1. Es sei {f,} eine Folge stetiger Funktionen, die gegen eine stetige Funktion f
gleichméBig konvergiert. Dann gilt

/_Z fa(x)p(z) dz — /_Z f@)p(z)dz  fiir n — oo

fiir alle Testfunktionen ¢. Die Folge der durch die Funktionen f, definierten
Distributionen konvergiert also gegen die durch die Funktion f definierte Distri-
bution.

2. Die Funktionenfolge { f,,} sei definiert durch

0, :cg—%,
n2x+n, —%SIESO,
—n°r + n, 0<z< -,
0, x>+
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A fn(X)

SR
EYEN
\J
x

Dann gilt

/_an(:c)da: _ /_ fo(z)dz = 1

sowie f,, — dg im Sinne der Distributionen, denn wir haben

/ fa(x)o(x) da — (b9, @) / fo(x)o(x) dax — ¢(0)

- opote)da - [ Z ful) dz 6(0)

_ / " @) (6(x) — $(0)) da

sowie

‘ / Z Ful@)(6(z) — 6(0)) da

< [" hia)iole) - 6(0) dz

< sup !/ folz
:1:6[7%,7
= sup |[¢(z) — (0 |%O
ze[—%,f}

fiir n — oo, weil ¢ stetig im Nullpunkt ist.

Bemerkung

Komplexwertige Testfunktionen und Distributionen werden analog zu reellwertigen
Distributionen definiert. Wir schreiben dann machmal D(R; C) bzw. D'(R; C), oftmals
aber wieder D(R) bzw. D'(R).

Definition (Temperierte Distributionen)

1. Eine Schwartzfunktion ¢ ist eine unendlich oft differenzierbare, reell- oder kom-
plexwertige Funktionen mit der Eigenschaft, dass

"l ()]
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fiir alle k,m = 0,1,2,... beschrinkt ist.

Die Menge aller Schwartzfunktionen heifit Schwartz-Raum und wird mit S(R)
bezeichnet.

. Wir sagen, eine Folge {¢,} C S(R) konvergiert gegen ¢ € S(R), sofern

sup |z]" | g™ (z) — ¢™) ()| = 0
zER

fiir alle k,m =0,1,2,... gilt.

. Eine temperierte Distribution f ist eine lineare, stetige Abbildung S(R) — R

oder S(R) — C. Wir bezeichnen das Bild der Schwartzfunktion ¢ unter der
temperierten Distribution f mit (f, ®).

. Konvergenz und Abbildungen temperierter Distributionen werden analog zu die-

sen Begriffen fiir gewohnliche Distributionen definiert.

Bemerkungen

1. Wichtige Beispiele fiir temperierte Distributionen sind

e die Distributionen

(/) = / " F@)éla) d,

die durch beschriankte Funktionen f definiert sind;

e die Diracsche Delta-Funktion

(00, @) := ¢(a).

. Jede temperierte Distribution ist auch eine gew6hnliche Distribution, denn D(R) C

S(R).

. Es sei ¢ eine Schwartzfunktion und p ein Polynom. Dann sind ¢™, n = 1,2, ...

sowie po ebenfalls Schwartzfunktionen.

. Sei ¢ € S(R) eine Schwartz-Funktion. Dann gilt

/‘xkgb(m)(x)‘ dr < o0

R

fiir alle k,m =0,1,2,....

Der Hauptvorteil von temperierten Distributionen gegeniiber gewthnlichen Distri-

butionen ist, dass man ihre Fourier-Transformierten definieren kann.
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Lemma

Es sei ¢ € S(R). Dann sind die Fourier-Transformierte

~

O

und inverse Fourier-Transformierte

1 > —ikx
i) = <= ot

von ¢ ebenfalls Schwartzfunktionen.

Beweis

Die Formel

o) = = [ gta)eda

zeigt, dass die Fourier-Transformierte ¢ einer integrierbaren Funktion g stetig und
beschrankt ist. Dies gilt insbesondere fiir Schwartzfunktionen.
Es sei ¢ eine Schwartzfunktion. Aus den Formeln

folgt
(ik)"™ (k) = F [d—m((ix)”gb(:c))], myn=0,1,2,....

dam

.

Dies ist eine Schwartzfunktion
und ist daher integrierbar

Mit m = 0 zeigt diese Formel, dass ngS(”) firn = 1,2, ... existiert, so dass ngﬁ unendlich
oft differenzierbar ist. Ferner zeigt sie, dass

[k[™ (k)|

fiir alle m,n =0,1,2,... beschrankt ist.
Dasselbe Argument liefert das Ergebnis fiir ¢. O

Definition (Fourier-Transformation fiir temperierte Distributionen)

Es sei f eine temperierte Distribution. Die Fourier-Transformierte f von f ist die
durch die Formel

definierte temperierte Distribution.
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Beispiele

1. Es sei f eine integrierbare Funktion, so dass f im klassischen Sinne existiert
und eine stetige, beschréankte Funktion definiert. Wir konnen also entsprechende
temperierte Distributionen durch die iiblichen Formel

(f.6) = / " f@)é() da,
(f.6) = /_°° F(2)p(z) da

definieren.
Definitionsgeméf ist die Fourier-Transformierte der temperierten Distribution
(f,+) die durch die Formel

(f.¢) = (f.9)
- / F(R)H(k) dk

_ \/%/_: () /_Z (z)e™ dz dk

_ \/%/_: /_Z F(k)e™ dk ¢(x) da
- [ i@

definierte Distribution ( f, -). Die zwei Definitionen von f stimmen also mitein-

ander iiberein.

2. Es gilt
(6,6) = (6,9) = $(0)
1 & . 1 &
= k)e'*® dk :—/ k) dk
— /_wd)( k| = [ ot
1
- —m’qﬁ)
N
Das ist die durch die konstante Funktion
1/4/2m definierte temperierte Distribution
Es ist also

im Sinne der Distributionen.

Distributionen in hoheren Dimensionen

Die Definitionen von (temperierten) Distributionen lassen sich leicht auf héhere Di-
mensionen verallgemeinern.
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Definitionen

1.

Eine Testfunktion ¢ : R” — C ist eine unendlich oft differenzierbare Funktion,
die auflerhalb einer hinreichend groflen im Ursprung zentrierten Kugel verschwin-
det. Die Menge aller Testfunktionen wird mit D(R™) bezeichnet.

. Eine Schwartzfunktion ¢ : R®* — C ist eine unendlich oft differenzierbare

Funktionen mit der Eigenschaft, dass
k My,
efflom .o ol)

fir alle k,mq,...,m, =0,1,2,... beschrankt ist. Die Menge aller Schwartzfunk-
tionen wird mit S(R™) bezeichnet.

. Konvergenz von Test- und Schwartz-Funkionen wird analog zu n = 1 definiert.

Eine n-dimensionale Distribution ist eine lineare, stetige Abbildung
D(R™) — C. Die Menge aller n-dimensionalen Distributionen wird mit
D'(R™) bezeichnet.

. Eine n-dimensionale temperierte Distribution ist eine lineare, stetige Abbil-

dung S(R") — C. Die Menge aller n-dimensionalen temperierten Distributionen
wird mit §’(R") bezeichnet.

Alles Weitere wird ebenfalls analog zum eindimensional Fall eingefiihrt:

Eine lokal integrierbare Funktion f(x) wird mit einer n-dimensionalen Distribu-
tion durch die Formel

(f,¢) = | f(x)o(x)dx

Rn
identifizert.

Die partiellen Ableitungen einer n-dimensionalen Distribution f werden durch
die Formel

(8;?1 . 82"]”, o) :
definiert.

(1)t (f g gTg), my,. . m, =0,1,2,. .

Die Fourier-Transformierte einer n-dimensionalen temperierten Distribution f
wird durch die Formel

(f.0) = (f,0)

definiert, wobei die Fourier-Transformierte

1 ik.x
609 = oy | ox)*ax

und inverse Fourier-Transformierte

f 1 —ik.x
00) = G [ 9097k

einer Schwartzfunktion ¢ ebenfalls Schwartzfunktionen sind.

Die n-dimensionale Delta-Distribution im Punkt a € R™ wird durch die Formel

(0a, @) == ¢(a)
definiert.
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Definition (Trdger von Distributionen )

Der Triager einer Distributionen f € D(R) wird mit supp f bezeichnet und ist die
kleinste abgeschlossene Menge mit der Eigenschaft

supp ¢ C R"\supp f = (f, ¢) =0.
Insbesondere gilt f = 0 auf R™ \ supp f.

Bemerkung
Es gilt
1. supp 0, = {a},
2. supp Oy, f C supp f,

3. Fiir jede lokal integrierbare Funktion sind distributioneller Trager und klassischer
Tréager identisch.

Definition (Delta-Distribution auf Sphdren)

Es seien ag ein konstanter n-dimensionaler Vektor und r ein positiver Radius. Die
Durch die Formel

((5aBT(a)7 <Z5) = /83.(3) o(x)dS(x)

[ J/

~
Integral von ¢ iiber die Sphire von Radius » um a

wird eine Distribution mit Triger auf 0B,(a) definiert. Oftmals schreibt man auch
5\x7a|7r statt 5aBT(a)-

Analog kann man ¢, fiir jede hinreichend reguldre Hyperfliche M C R"™ definieren.

Definition (Direktes Produkt)

Es seien f(x) € D'(RP) bzw. §'(RP) und ¢(y) € D'(R?) bzw. §'(R?). Das direkte
Produkt f(x)g(y) ist die durch die Formel

(f(x)g(y), o(x,y)) = (f(x), (9(y), ¢(x,¥))

definierte (p + ¢)-dimensionale (temperierte) Distribution.

Mit anderen Worten: Man darf Distributionen, die von verschiedenen Koordinaten
abhéngen, miteinander multiplizieren.

Beispiele

1. Es seien f(x) und ¢(y) lokal integrierbare Funktionen. Dann gilt

) 0bxy) = [ 760 [ atmotxy)ayix
= F(x)g(y)o(x,y) d(x,y).

Rp+a
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2. Es seien xy € RP, y, € R? konstante Vektoren. Dann gilt

((5?(05}’07 ¢(X7 Y)) = (5x07 ¢(X7 yO)) = ¢(X07 yO) = (5(X0,YO)> ¢(X7 Y))

Definition ( Weitere Operationen fiir Distributionen)

1. Fir f € D'(R") und m € C*(R") ist das Produkt mf die durch die Formel

(mf,¢) = (f, mo)

definierte n-dimensionale (temperierte) Distribution.

(Im Falle, dass f eine lokal integrierbare Funktion ist, zeigt die Rechnung

(mf.0)= [ (m0)f)otx) dx = [0 (mix06(x)) dx = (£.m0),

n

dass diese Definition mit der tiblichen Definition von Multiplikation {ibereinstimmyt).

2. Das Produkt mf ist auch fur f € S'(R™) definiert, sofern m € C*(R") die
Eigenschaft hat, dass m¢ € S(R") fiir alle ¢ € S(R") gilt.

3. Es seien f € D'(R") bzw. §'(R") und y € R". Die Koordinatenverschiebung
7y [ wird durch die Formel

(Tyf> ¢) = (f7 T—y¢)

definiert.

(Im Falle, dass f eine lokal integrierbare Funktion ist, zeigt die Rechnung

(yf,0) = [ fx+y)o(x)dx = - f(2)¢(z —y)dz = (f,7y0),

Rn

dass diese Definition mit der {iblichen Definition von Koordinatenverschiebung
tibereinstimmt. )

4. Es seien f € D'(R") bzw. S'(R™) und ¢ € D(R") bzw. S(R"). Die Faltung f * ¢
ist die durch die Formel

(f *¢)(x0) = (f, d(x0 — )

definierte Funktion R" — C.

(Im Falle, dass f eine lokal integrierbare Funktion ist, zeigt die Rechnung

(f*¢)(xo) = | flxo—x)¢(x)dx = . f(y)o(xo —y)dy = (f, (%0 — ),

R

dass diese Definition mit der iiblichen Definition von Faltung {ibereinstimmt.)
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Bemerkung (Distributionen auf beschrinkten und zylindrischen Gebieten)

e Wir kénnen Distributionen (aber nicht temperierte Distributionen) auf einem
beschrinkten und offenen Menge Q2 C R" definieren. In diesem Fall ist D(2)
die Menge aller C*°-Funktionen, deren Tréger Teilmenge von 2 ist.

e In einem Zylindergebiet R? x €2, wobei 2 C RY ein beschréanktes, offenes Gebiet
ist, konnen wir Distributionen einfiihren, die nur in den ersten p Richtungen tem-
periert sind. Dazu betrachten wir unendlich oft differenzierbare Testfunktionen
d(x,y), (x,y) € RP x Q mit den folgenden Eigenschaften:

— Es gibt eine kompakte Teilmenge K C (2, so dass ¢ verschwindet in der
Néhe in R? x (Q\ K);

— Es gilt
sup  [x|*[ot ... 00O, 0yt o(X,y)] < 0o
(x,y)CRP X2 P /
fir alle o, mq,...,my, nq,...,n, =0,1,2,. ...

4.2 Fundamentall6sungen

Definition (Harmonische Funktion)

Sei Q eine offene Teilmenge des R™. Eine Funktion u € C?(Q) heift harmonisch, falls
(Aup)(x) = 0 fiir alle x € Q gilt.

Bemerkung

Man kann zeigen, dass jede harmonische Funktion unendlich of differenzierbar ist.

Definition (Fundamentalldsung)

Eine Fundamentall6sung der Laplace-Gleichung
Au =0
im n-dimensionalen Raum ist eine Funktion up : R"\{0} — R, die
e harmonisch in R™\ {0} ist,

e die Gleichung
AUF = (50

im Sinne der Distributionen auf ganz R™ 16st.
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Bemerkungen

1. Die zweite Bedingung impliziert eigentlich schon die erste, da 6 = 0 auf R™ \ {0}
gilt.

2. Die Funktion up ist nicht eindeutig bestimmt: Die Summe up 4 ug, wobei ug eine
im ganzen Raum harmonische Funktion ist, ist ebenfalls eine Fundamentallésung
fiir die Laplace-Gleichung.

3. Die zweite Bedingung besagt, dass

/n up(x)Ag(x) dx = ¢(0)

fiir alle Testfunktionen ¢ € D(R") ist. Um diese Bedingung erfiillen zu koénnen,
muss up eine Singularitdt im Nullpunkt haben.

Beispiel

Finden Sie eine Fundamentallésung fiir die Laplace-Gleichung im dreidimensionalen
Raum.

Losung

Wir suchen zundchst eine radialsymmetrische Losung u = w(r) der Laplace-
Gleichung Au = 0 auf R?® \ {0}. Die Funktion u muss dann die gewéhnliche Diffe-

rentialgleichung

2
u" + =u'(r) =0,
T

16sen, d.h. es gilt

_ 2
u(r) =c + .

fiir irgendwelche Konstante ¢; und ¢, ist. Da konstante Funktionen harmonisch auf R?
sind, setzten wir c;.

Im zweiten Schritt wollen wir ¢y so bestimmen, dass

(%)=
r

gilt. Sei dazu ¢ € D(IR?) eine beliebige Testfunktion, und M hinreichend grof, so dass

supp ¢ C Bj/(0) ist. Dann gilt

1 1
—A¢pdx = lim / -A¢pdx,
rR3 T el0 r

e<r<M

und aus dem zweiten Greenschen Integralsatz folgt

/(%A¢¢i(}_)/)dx / (%%—d)%(%))dS(X),

e<r<m H{e<r<M}
=0
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wobei n die duflere Einheitsnormale zum Rand des Gebiets {¢ < r < M} ist. Dieser
Rand 0{¢ < r < M} besteht aus den zwei Teilen {r = ¢} und {r = M}. Auf {r =
M} verschwindet ¢ mit sdmtlichen Ableitungen, so dass die Randintegrale ebenfalls
verschwinden, und auf {r = ¢} gilt 9,, = —0,.. Es gilt also

[ aoax = [ 1245t + [ o (1) ast.

e<r<M r=¢

e Die duflere Einheitsnormale an {r = M}
ist e,, so dass 0,, = 0, dort.

e Die duflere Einheitsnormale an {r = ¢}
ist —e,, so dass 0, = —0, dort.

Wir wollen nun den Limes ¢ — 0 der Randterme fiir » = ¢ betrachten. Wegen
¢ € D(R3?) gilt

e—0,

/l%dS(x) < 47?52lsup‘@ —0

r Or € or

r=e
sowie

[og (1) 1509 = — [ 64560 = —4n. — —4mo(0)

fiir e — 0, wobei

- 1
6. = s | 6450

der Mittelwert von ¢ iiber 0B.(0) ist.
Wir haben nun gezeigt, dass

Co . Co
—¢pdx =1 —A¢pdS = —4 0
[ Zoax —tm [ Zacase) = —ireso(o)
e<r<Mm
und daher wihlen wir ¢ = —1/4m. Insbesondere ist die Funktion up : R*\ {0} mit
1
wr(X) = =g
ist eine Fundamentallosung der Laplace-Gleichung im R3. U

Satz (Existenz- und Darstellungssatz fiir das Poissonproblem auf R")

Fiir alle hinreichend reguldren Funktionen f ist durch v = up * f, d.h.

u) = [ urx-y)f)dy ¥ xe R
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eine Losung des Poissonproblems Au = f auf R gegeben, wobei ur eine Fundamen-
tallosung der Laplace-Gleichung im R" ist.
Beweis

Der rigorose Beweis kann im Rahmen dieses Skripts nicht gegeben werden, beruht aber
auf der (formalen) Identitét:

Aup*f)=(Dup)xf=00xf=f

Bemerkung

Der obige Darstellungssatz liefert Existenz aber keine Eindeutigkeit von Losungen. Es
ist aber klar, dass die Differenz von zwei Losungen harmonisch sein muss.

Um einen Spezialfall des Existenzresultates fiir n = 3 zu beweisen, leiten wir
zunédchst ein Hilfsresultat ab.
Lemma (Darstellungsformel fiir glatte Funktionen mit kompaktem Trdger)

Fiir jede Funktion u € CZ(R?) gilt

1
u(x) = — ——Ayu(y) dy.
) = = [ vy

Beweis

Es seien (r,0,¢) im Punkt x zentrierte Polarkoordinaten. Wir wéhlen M hinreichend
grof}; so dass suppu C By(x). Dann gilt nach dem Greenschen Integralsatz

- /R ;AyU(y) dy

s AT|x — y|

1
= lim

———Ayu(y)dy —
0 J By (x)\ Be (x) 4r|x —y| Y

= lim
el0

e<r<M

r=& r=£

=0
Der Limes der Randintegrale kann wir folgt berechnet werden. Aufgrund von u € C?
gilt

471 Or 4me \ yeaB. (x)
r=e

/1%(y)d5(y)§4m2i< sup %(Y)D =%

sowie

1

—/ u(y)A, (m> dy+/ﬁ%(wd5(y)—/%<—

A7y

Ju)e
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wobei .

g, = d

to= g [ 1)dS()
der Mittelwert von u iiber 0B, (x) ist. O
Bemerkung

Der obige Darstellungssatz ist auch giiltig, sofern u (und die Ableitungen) hinreichend
schnell fiir || — oo abklingen.

Wir kénnen nun fiir n = 3 einen Spezialfall des allgemeinen Darstellungssatzes bewei-
sen.

Satz (Spezialfall des Existenz- und Darstellungssatzes)

Fiir f € C2(R?) sei die Funktion u : R* — R definiert durch

u(x) = — / 1 @)y

s 4m|x — y|
Dann gilt u € C*(R3), wobei u die Poisson-Gleichung
Au = f, x € R?
erfillt .

Beweis

Es gilt
1 1
— — fy)dy= [ —f(x—s)d
/R TR Wy / g e s)ds

und die Regularitétsvoraussetzungen an f implizieren

ononon [ b go)dy = [ o ononon st s)ds
R R

3 47T|X — y| 3 47.‘.‘5‘ s Dl 2
1 L
[ ) dy
fiir j; + j» + j3 = 1, 2. Insbesondere ist u € C?(R3) mit

1
Au = — /R3 mAyf(Y) dy.

Die Behauptung folgt nun aus der Darstellungsformel

1
fx)=— /}R3 mAyf(Y) dy.
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Bemerkung

Die Losung u aus dem obigen Exsistenzsatz klingt fiir |x| — oo ab. Um dies zu sehen,
wihlen wir M > 0 so dass suppf C By(0). Fiir [x| > 2M gilt nun

lu(x)] < J/P ——JZgéil——— dy| < (Supf)]W2 (:SLHQ ngiﬁ_gqi) < EZf

Am|x —y| Iyl=M -
(0)

Es kann nun gezeigt werden, dass u die einzige abklingende Losung des Poissonpro-
blems ist. Dies folgt aus der Tatsche, dass jede abklingende harmonische Funktionen
auf R™ identisch Null sein muss.

4.3 Greensche Funktionen

Im folgenden sei 2 C R™ ein Gebiet (d.h. €2 ist offen und zusammenhéngend) mit
(hinreichend glattem) Rand 0. Fiir gegebene Funktionen f : 2 — R und h € C(09Q)
betrachten wir das entsprechende Dirichletsche Poissonproblem, d.h. wir suchen eine
Funktion u : @ — R so dass

2 o0 ®)
Definition
Eine Greensche Funktion fiir (P) ist eine Funktion
G:(x,y) e @x)Y\{(x,y) : x=y} = CG(x,y) >R

so dass fiir alle y €  gilt:

e G(,y) ist stetig in Q\{y},

e G(-,y) ist harmonisch in Q\{y},

o G(x,y) =0 fir alle x € 09,

e die Funktion x € 2 — G(x,y) erfillt

AG(x,y) =0y, inD'(Q).

Greensche Funktionen spielen dieselbe Rolle fiir Probleme in einem Gebiet mit
Rand wie Fundamentallésungen fiir Probleme im R"™. In diesem Abschnitt verwenden
wir formale Argumente, um die Theorie der Greenschen Funktionen abzuleiten. Alle
Argumente konnen aber rigorous begriindet werden, sofern f, g und 92 hinreichend
regulér sind.

Fiir die folgenden formalen Betrachtungen ist es sinnvoll, ¢ formal als eine Funktion
zu betrachten, so dass

/Q 5,(x)(x) dx = $(y)

fiir alle hinreichend reguldren Funktionen ¢ : 2 — R gilt.
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Satz (Allgemeiner Darstellungssatz)

Die Losung des Dirichletschen Problem (P) ist fiir alle hinreichend reguldren Funktio-
nen f and h durch die Formel

uly) = / ey f@dxt | 29 (x y)hix) dx

o0 anx

gegeben.

Formaler Beweis

Fiir festes y € Q) betrachten wir die Gleichungen

Au = f, (1)
Ag =6y, (2)

wobei g(x) = G(x, y). Wir multiplizieren nun (1) mit g und (2) mit u, und integrieren
die Differenz iiber €). Dies ergibt

/Q (g(x)Axu(X) — U(X)Axg(x)> dx = /Q (g(x)f(x) — 6y(x)u(x)) dx.

_ /m <g% - ug—fD (x) dS(x)

(zweiter Greenscher Integralsatz)

Mit g = 0 und u = h auf 0f2 folgt damit
oG

80 3nx

u(y) = /525y(x)u(x) dx = /QG(X, y)f(x)dx + (x, y)h(x)dS(x).

Satz (Existenz und Eigenschaften von Greenschen Funktionen)

Die Greensche Funktion G(x,y) fir (P) ist eindeutig bestimmt und symmetrisch, d.h.
es gilt

G(x,y) =G(y,x)

fiir alle x, y € ().

Formaler Beweis

e Es seien G, Gy zwei Greensche Funktionen fiir (P) und y € € gegeben. Dann
erfilllt g := G41(-, y) — Ga(+, y) die Gleichungen

g=0 in € g=0 auf 0.

da die Dirac-Distributionen im Punkt y sich gegenseitig aufheben. Die einzige
Losung dieses Randwertproblems ist aber g = 0 (siehe die Theorie der harmoni-
schen Funktionen).
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o Fiir gegebene yq, yo € Q definieren wir u;(x) = G(x,y1) sowie us(x) = G(x,y32).
Dann gilt

up =0 auf 09, Auy =0y, in

Aus dem zweiten Greenschen Integralsatz folgt nun

/Q (v 2ety — s Ay ) ()l = /m (ul% _ ug%) (x) dS(x)

und daher

0= /Q <U1AU2 - UQAUI> (x) dx = u1(y2) — u2(y1) = G(y2,¥1) — G(y1,y2)-

Beispiel

Finden Sie die Greensche Funktion fiir das Gebiet Q = {(x, y) € R?* :y > 0 } und
geben Sie die allgemeine LSoung u des Randwertproblems (P) an.

Losung

Wir suchen eine Funktion G(x,y; &, n) definiert auf

D:={(z,y,&m) €R' : y>0,£>0, (z,y) # (& )},
so dass fiir alle festhaltenen (&, n) € Q gilt
o (z,y)— G(z,y;&,n) ist stetig in allen Punkten (x, y) € Q # (£, n),
e G(x,0;¢,m) =0 fiir alle z € R,

o Goo(x,y;6,m) + Gyylx,y;€,m) =0 fur alle (z, y) € Q # (€, n),

e cs gilt
/Q G,y €.1) (ol 1) + Dy, ) dady = (1, €)

fiir alle ¢ € C*°(R?) mit kompaktem Tréiger in Q.

In den Ubungen wurde gezeigt, dass % log |(z,y)| eine Fundamentallésung im R?

ist. Wir definieren nun zwei Funktionen Gy, Gy auf der Menge {(z,y,¢,7) € R*
(z, y) # (& n)} durch

1 1
Gi(x,y;&,m) = %log\(w,y) - &l Gaz,y;6m) = 5 108 (2, y) — (&, —n)].

Fiir jedes feste (£, n) € R? gilt nun:
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e die Funktion (z, y) — Gi(x,y;&,n) ist harmonisch in R? \ {(£,7)} und erfiillt

A(ac,y)CTyl(xv Y; 57 77) = 5(5,77) ($a y) v (l’, y) € Rz
in Sinne der Distributionen auf R?,

e die Funktion (z, y) — Ga(x,y; &, —n) ist harmonisch in R? \ {(¢,7)} und erfiillt

A(x,y)G2(xa Y; ga 77) = 5(5,—77)(1‘7 y) v (ZL‘, y) € ]R2
in Sinne der Distributionen auf R2
® €5 gllt G1<x7y)£777) = GZ(:C7 _y7§7 77) fiir alle (LU, y) S RQ_

Wir definieren nun eine Funktion G' durch

G(x,y:6,m) = Gi(z,y;6m) — Gaz,y;6,m)
1 e [+ (y—m)”
i Bl @ =+ ]

Dann gilt fiir jedes (&, n) € R%:
e (x,y)— G(z,y;&,n) ist harmonisch in R? \ {(&,n), (¢, —n)} und erfiillt
A(x,y)G(xv Y; §7 77) = 5(5777) (ZE, y) - 5({,*77)(1‘7 y) v (l‘7 y) € RQ
in Sinne der Distributionen auf R2
o G(I7 07577]) - Gl(x7 07577]) - Gg(l‘, 07 57 T]) fiir alle x € R.

Insbesondere ist die Einschrankung von G auf die Menge D die gesuchte Greensche
Funktion. Die Losung des Randwertproblems (P) ist damit

u(e,n) = / / G,y €.0) (. y) dy da — / o6 () do

L -8+ (y—n)?
 Ar /oo/o o8 [(w—£)2+(y+n)2] floy)dyda
1 [ n
+E/OO mg@) dz,
denn auf {y = 0} gilt 9,, = —9,. .

Bemerkung

Greensche Funktionen sind fiir spezielle Gebiete ) explizit bekannt. Auf allgemeinen
Gebieten konnen sie aber approximativ berechnet werden.
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4.4 Harmonische Funktionen

4.4.1 Die Poissonsche Formel auf der Kreisscheibe

Wir wollen nun zeigen, dass die eindeutige Losung des Randwertproblems

Au=0 auf B,(0)CR", (1)
u=g auf 0B,(0)CR" (2)

durch die Poissonsche Formel

u = L[ W gy ®

anwy, |x — y|”
ly|=a

gegeben ist, wobei w,, das Mafl der Einheitskugel in R™ ist. Dazu zeigen wir zuniichst,

dass (3) in der Tat eine Losung fiir (1)-(2) liefert. Die Eindeutigkeit folgt dann sowohl
aus dem Abschnitt iiber Greensche Funktionen als auch aus dem Maximum-Prinzip.

Lemma

Es gilt
s (2218 g
x =yl

fir [x| < a und |y| = a.

Beweis

Durch Nachrechen verifizieren wir
2 |x[? 1 1
A <—a d ) = —A(a2 — \XP) + (a® = [x[*)A (—>
x —y[" x —y[" x —y["

+2(a? - |x*).V (ﬁ) .

Die Terme auf der rechten Seite lasst konnen nun wie folgt auswertet werden:

o Mit r = |x]| gilt

A(az—]x|2> = (f—;(az—r2>+n;1%<a2—r2> = —2n

und

denn
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e Mit R = |x —y]| gilt

d2

-n\ _ -n n—14d -n\ _ -n—2 __ —n—2
A(\X—y| ) = @<R >—|— 7 @<R ) = 2nR = 2n|x —y|
und

-n _ d -n _ —n—2 _ —n—2
V(R )_ E(R >VR— nR"A(x—y) = —nlx—y| " (x—y),
denn

X—y
Vix—y|) = :
(=¥ =
Insgesamt gilt damit
2 |2

A(5EEE) = ok v 2@ - -y

x —y["

+Hanlx —y| " i x.(x — y)
———

= (1% + = 2 = IyP?)

Korollar (Harmonaizitdt von u)

Die fiir gegebenes g € C'(0B,(0)) durch die Poissonsche Formel (3) definierte Funktion
w ist harmonisch in B,(0).

Beweis

Es gilt

N (‘—'X') o(y)dS(y) = 0

anwy, Ix —y|”
|y|=a

da die Differentation unter dem Integral giiltig ist fiir jedes x € B;s(0) und fiir jedes
d € (0,a). Damit gilt also Au = 0 fiir x € Bs(0), § € (0,a) und daher fiir x € B,(0).00

Lemma
Es sei , )

H(x,y) = %, x| < a, |y| = a.
Dann gilt

/ Hx,y)dS(y) = 1.

ly|=a
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Beweis

Die Funktion

o) = [ Hexy)as() = o — Ix” [ st

anws, |z|"
lyl=a |x—z|=a

ist radialsymmetrisch und aus dem obigen Korollar mit g = 1 folgt, dass sie auch harmo-
nisch in B,(0) ist. Die einzigen in B,(0) harmonischen radialsymmetrischen Funktionen
sind aber die Konstanten. Damit ist

p(x) = ¢(0)
- Zn / ﬁdS(z)

n

|z|=a

1
= S [ 05

|z|=a
——
= nw,a™

Satz

Es sei g € C(0B,(0)). Dann erfiillt die durch die Poissonsche Formel (3) definierte
Funktion u die Randbedingung (2).

Beweis

Wihle z € 0B,(0). Wir zeigen, dass

lim u(x) = g(2)
|x|<a

ist: Zu jedem e > 0 existieren ¢, so dass
x—z| <4, x| <a = |ulx)—g(z)|<e
Zu ¢ > 0 wahlen wir ¢ wie folgt:

e Da g stetig ist, existiert d; > 0, so dass

13
ly —z| <26, = Ig(y)—g(Z)!<§-

e Da ) | |2
a- — |x
——dS(y) — 0
/ anwy, 0y )
|y —z|>201
lyl=a
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fiir | x| — a und insbesondere fiir x — z, existiert do > 0, so dass

a’ — |x|? 5
— <0 = ——ds < —
x| 2 / anw, 0y ) 4M’
ly—z|>26;
ly|=a
wobei
M= sup [g(x)|.
x€0B4(0)

e Wir setzen § = min(dy, dz).

Fiir |x — z| < § gilt nun

[u(x) — g(z)

= / H(x,y)g(y)dS(y) — g(z)

ly|=a
— | [ Hxyee)ase) - [ Hexy) sy o)

lyl=a lyl=a

—1

— | [ Hex3)6) - o) asy)

lyl
< H(x,y)(g(y) — g(2))dS(y)| + H(x,y)(g9(y) — 9(z)) dS(y)

ly—z|>261 ly—z|<261

lyl=a ly|=a
< 2M / H(x,y)dS(y)+ sup |g(y)— g(z)| / H(x,y)dS(y)
\y|—z||_2251 e |y|—z‘\_<261
N ~ ,
IXI2

M su —q(z

< |/a g 15+ s lg(y) — g(o)]
ly|=a
(denn |x —z| < 6y, |y —2z| >25 = |x—y|>6)
19

< 2Mm+§
= E£.

4.4.2 Das schwache Maximum-Prinzip

Im folgenden sei {2 immer ein beschranktes Gebiet des R™.
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Wir sagen, eine Funktion u € C*(Q) N C(9Q) ist

subharmonisch, falls — Au <0 in €, und

superharmonisch, falls — Au >0 in €.

Satz (Schwaches Maximum-Prinzip fiir subharm. Fkt)

Sei u subharmonisch (bzw. superharmonisch). Dann gilt

max u(x) = max u(x) <bzw. min u(x) = min u(x))
xeQ x€90 xeN xXEIN

Beweis

Es gelte zundchst —Au(x) < 0 fiir alle x € 2. Angenommen, es existiert ein xo € €2
mit u(x) < u(xp) fiir alle x € Q. Da u glatt ist, gilt dann
Oy, u(xg) = 0, 92 u(xq) <0

fiir alle 7 = 1...n. Dies liefert —Au(xg) < 0, was aber der Voraussetzung widerspricht.
Damit ist die obige Annahme falsch, d.h. u nimmt sein Maximum auf dem Rand an.

Es gelte nun nur —Awu(x) < 0 fiir alle x € Q. Fiir jedes € > 0 definieren wir v.(x) =
u(x) + exp (exy), wobei z; die erste Komponente von x ist. Dann gilt —Av.(z) < 0
und der erste Teil dieses Beweises liefert

ma ) = o) ¥

Nach Konstruktion, und weil  kompakt ist, konvergiert v, fiir ¢ — 0 gleichmif gegen
u, und deshalb koénnen wir in (*) zum Grenzwert iibergehen (siche UA).
Damit haben wir das Maximum-Prinzip fiir subharmonische Fkt. bewiesen. Das
Minimum-Prinzip fiir superharmonische Fkt. kann ganz analog abgeleitet werden.
Wir leiten nun eine Reihe von Folgerungen ab.

Korollar (Schwaches Mazximum- und Minimum-Prinzip fiir harmische Fkt.)

Fiir jede harmonische Funktion u auf Q2 gilt

1 < <
min uy) < u(x) < maxu(y)

fiir alle x € Q).

Beweis

Die Behauptung folgt, da jede harmonische Funktion sowohl sub- als auch superhar-
monisch ist. 0
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Korollar ( Vergleichsprinzip-Prinzip fiir harmische Funktionen)

Seien u; und us zwei harmonische Funktion auf {2 mit

u(x) < ug(x) fiir alle x € 99.

Dann gilt
u1(x) < ug(x) fiir alle x € (.
Beweis
Die Behauptung folgt aus dem Maximum-Prinzip angewendet auf u; — uo. 0

Das Maximum-Prinzip implizieren Eindeutigkeit.

Korollar (Eindeutigkeit von Randwert-Problemen)
Das Randwertproblem

Au=f auf €,
u=g auf 00 (2)

besitzt héchstens eine Losung u € C*(Q) N C(Q).

Beweis

Seien u; und us zwei Losungen. Die Differenz v = u; — uy ist harmonisch in 2 und
verschwindet auf 0€2. Das Maximum-und Minimum-Prinzip angewendet auf u zeigt
nun, dass u auf ganz €2 verschwindet. OJ

Korollar (FEindeutigkeit von Randwert-Problemen)

Die Poissonsche Formel (3) liefert die eindeutige Losung u € C?(Q) N C(Q) zum
Randwert-problem (1)-(2).

Wir kénnen schliesslich beweisen, dass harmonische Funktionen sehr glatt sind.

Satz (Regularitit harmonischer Funktionen)

Fiir jede harmonische Funktion u auf €2 gilt sogar u € C*°(12).

Beweis

Sei xg € Q beliebig und a > 0 hinreichend klein, so dass B,(x¢) C . Es geniigt zu
zeigen, dass u auf dieser Kugel unendlich oft differenzier bar ist. Um die Notation zu
vereinfachen, wollen wir 0.B.d.A annehmen, dass xy = 0 gilt; der allgemeine Fall kann
dann mit einer einfachen Verschiebung auf diesen Spezialfall zuruiickgefiihrt werden.
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Nach der Poissonschen Formel gilt nun

Ol (a2—\x]2)%d5(y)
lyl=a

fir alle x € B,(0). Da u glatt ist und |x —y| > 0 fiir alle |y| = 1 gilt, kénnen wir unter
dem Integral nach x differenzieren. Dies liefert

2 1ul2
o . Oenu(x) = / oy oy (20 ) utasty

cmwn Ix —y|”

Insbesondere existeren alle Ableitungen von u, und es
O

fir alle aq,...,, = 0,1,.....
folgt die Behauptung.
4.4.3 Die Mittelwert-Eigenschaft harmonischer Fkt.
Lemma (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen)
Es sei w harmonisch in B,(xg). Dann gilt

U(Xo) = ﬂa(Xo),

wobei
1

Uq(X0) = a1 /83a(x0) u(y)dS(y)
—_——

Flécheninhalt
von 0B,(xo)

der Mittelwert von u tiber 0B,(xo) ist.

Beweis

0O.B.d.A. kénnen wir xo = 0 annehmen. Aus der Poissonschen Formel folgt

w2
u(x) = < e / dS(y)
anwy, x—yl* y|”

ly|=a
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fiir alle |x| < a. Insbesondere gilt

wo) = == [ W asy) - — [ up)as) = wo)

nwy ly|"
lyl=a ly|=a

Lemma (Mittelwertungleichungen)

1. Fiir subharmonische Funktionen u in B, (x¢) gilt

u(x0) < Uqa(Xo)-

2. Fiir superharmonische Funktionen u in B,(xq) gilt

v(Xg) > Ta(Xo)-

Beweis

Fiir gegebenes subharmonisches u sei w € C?(B,(xg)) N C(B4(xo)) die eindeutige
Losung des Randwertproblems

Aw =0, X € B,(xp),

w=u, X € aBa(Xo).

Die Funktionen u und w sind also subharmonisch bzw. harmonisch in B,(x() und haben
dieselben Randwerte auf 0B,(xg). Aus dem schwachen Maximumsprinzip folgt damit

u(x) < w(x), x € B,(xp).
Damit gilt
u(xg) < w(Xo) (obiges Ergebnis mit x = xg)
= Wu(xp) (Mittelwertsatz fiir harmonische Funktionen)
Ua(X0) (u=w auf 0B,(xp).)
Die zweite Aussage wird in dhnlicher Weise bewiesen. U

Wir kénnen nun die folgende Verallgemeinerungen der Begriffe sub-, super- und
harmonisch fiir stetige Funktionen einfiihren.

Definition

Eine Funktion v € C (ﬁ) heif3t
)

e harmonisch im Mittelwertsinne in 2, falls u(xg) = . (X0
e subharmonisch im Mittelwertsinne in Q, falls u(xq) < U,(x0)

e superharmonisch im Mittelwertsinne in Q, falls u(xq) > u,(Xo)

fiir alle B,(xo) C § gilt.
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Bemerkung

Es sei u € C?(f2). Unsere Ergebnisse zeigen:
—Au=01inQ = u(Xg) = Uq(Xo)
—Au<0in = u(xXg) < Ua(Xo)

—Au>01in = u(Xo) > Ua(Xo)

fiir alle x € Q) und alle
a > 0 mit B,(xq) C 2

Wir beweisen nun, dass die Umkehrung dieser Aussage ebenfalls gilt, sodass die zwei De-
finitionen von ‘subharmonisch’; ‘superharmonisch’ und ‘harmonisch’ fiir zweimal stetig
differenzierbare Funktionen &quivalent sind. Dazu beweisen wir das folgende Hilfsre-
sultat.

Lemma

Fiir u € C*(Q) gilt

d 1 1
— ds = A d
5 G [, a5t ) = s [ sutyyay

fiir alle x €  und alle 7 > 0 mit B,(x) C .

Beweis
Die Substitution i

Z = ;(y - X)
bildet B,(x) auf B;(0) ab und liefert

1 / 1
u(y)dS(y) = / u(x +rz)dS(z).
nwnrn—l OB, (x) ( ) ( ) nw, 9B1(0) ( ) ( )

Es gilt also

d 1 1
dar (Wnrn_l /6 - u(y) dS(Y)) il /a o) Vyu(x + rz).zdS(z)

1 y — X
= ) d
nwy,r™ ! /BBT(X) Vuly) ( r ) )

_ ! / o, Vi) ) s

nwy,r™ 1

= ! / @(Y) dS(y)

nw,r™ 1t Jop, (x) On

1
= — / Au(y) dy,
nwy,r B(x)

wobei die Identitaten
- X

e n(y) = Y " auf 0B, (x);

o / Aw(y)dy = / g—Z(y)dS(y) fiir alle w € C2(G) und alle Gebiete G C R”
a oG

benutzt wurden. O
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Satz

1. Es sei u € C*) subharmonisch im Mittelwertsinne in einem Gebiet
Q C R™ Dann gilt —Au <0 in Q.

2. Es sei u € C?(Q) superharmonisch im Mittelwertsinne in einem Gebiet
Q C R™ Dann gilt —Au > 0 in Q.

3. Es sei u € C*(Q2) harmonisch im Mittelwertsinne in einem Gebiet Q C R". Dann
gilt —Au =0 1in Q.
Beweis

Seien xo € Q und r > 0 gegeben mit B, (x¢) C . Das vorherige Lemma besagt

d 1
— | u, = — A dy,
dr (u (XO)> nw, "1 /BT(xo) vuly) dy

und Integration iiber (0, R) liefert

1 /R
ur(x0) — u(xo) = —/ rF,(xo) dr,
nJo
wobei |
Fixo) = — / Ayu(y)dy
o/ Br(x0)
Rauminhalt
von B, (x)

der Mittelwert von Au iiber B,(xg) ist.
Sei v nun subharmonisch in €. Dann gilt u(x¢) < ugr(x() und daher

/OR rF.(xo)dr >0 ()

fiir alle xo € Q und alle R > 0 mit Bp(xo) C  ist. Hieraus folgt nun schon Au(xq) > 0,
wie folgendes indirekte Argument zeigt: Die Bedingung Au(xg) < 0 impliziert, wegen
der Stetigkeit von Awu, die Existenz eines kleines Radiuses R > 0 so dass Au < 0
in Br(xo) gilt. Die Monotonie der Mittelwertbildung liefert nun F,(xq) < 0 fiir alle
0 < r < R, und damit einen Widerspruch zu (*).

Wir haben nun die Behauptung fiir den subharmonischen Fall bewiesen; alle anderen
Aussagen folgen analog. 0

4.4.4 Das starke Maximum-Prinzip

Wir wollen nun das schwache Maximum-Prinzip verschérfen.

Satz (Das starke Mazimum-Prinzip)

Sei u € C(2) eine im Mittelwertsinne subharmonische Funktion auf Q. Dann ist u ist
entweder konstant oder es gilt

u(x) < T?E%XU(Y)

fir alle x € €.
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Beweis

Da u stetig ist und § kompakt ist, wird das Maximum M von w in einem Punkt x, € Q
angenommen. Wir zeigen nun die Implikation

X liegt in €2 = u= M auf Q.

Sei also x¢ € Q, und sei 7 > 0 irgendein Radius mit B,(x¢) € Q. Dann gilt

M = wu(xq)
< T (Xo) (u ist subharmonisch in 2)
< M (da u < M fiberall in € ist, ist der Mittelwert von u
iiber jede Teilmenge von  kleiner gleich M),
und damit

ﬂT(X(]) =M.

Insbesondere ist Mittelwert von w iiber 0B, (xo) gleich dem Maximum von u auf €2,

und deshalb gilt
u(x) =M fir alle x € 0B, (xo).

Mit derselben Argumantation zeigen wir

u(x) =M fir alle x € 0B,(x0)

fiir jedes @ mit 0 < a < r, und deshalb gilt

u(x) =M fir alle x € B,(xo).

’ .
' \
7 \
, \
’ \
’, \
------ \
o ; Die Annahme, dass u(xg) = M
4 .
K ,’Q fithrt dazu, dass v = M in der
' ‘ schraffierten Region gilt.
1
‘\ 1
S o 1
______ !
N~ I
~ !
Q\ Vs

-
—————

Wir haben nun gezeigt, dass die Menge
St :{Xo S QIU(X(]) :M}

offen ist.
Die Menge
SQZ{XO S QZU(X()) < M}
ist auch offen (da u stetig ist) und auBerdem gilt Q = S; U Sy sowie S; NSy = . Da
aber  offen und zusammenhéngend ist, gibt es keine solchen Darstellung als disjunkte
Vereinigung offener Mengen, es sei denn eine der beiden offenen Mengen ist leer (das ist
im Wesentlichen die Definition von Zusammenhang). Nach Konstruktion gilt S; # 0,
und deshalb folgt S; = (). U
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Bemerkungen
1. Der Beweis zeigt, dass das Maximum-Prinzip auch dann gilt,
u(x0) < U (x0)
nur fiir alle hinreichend kleinen Werte von r erfiillt ist.

2. Analog kann das starke Minimum-Prinzip fiir im Mittelwertsinne superharmoni-
sche Funktionen abgeleitet werden.

3. Aus dem Maximum-Prinzip folgt Eindeutigkeit einer in einem beschrankten Ge-
biet 2 im Mittelwertsinne harmonischen Funktion mit vorgeschriebenen Werten
auf 0€2.

Beispiel

Seien u; und wuy zwei im Mittelwertsinne subharmonische Funktionen auf €2, und sei
eine im Mittelwertsinne harmonische Funktion auf €2. Zeigen Sie:

1. max(uy,us) ist im Mittelwertsinne subharmonisch in €2;

2. = .
max [u(x)] = max Ju(x)|

Losung

1. Wir definieren u(x) = max(u;(x),us(x)), und betrachten eine beliebige Kugel

B, (x¢) C §2. Dann gilt

u(xg) < Ui(x0),

us(x0) < g (X0),
weil uy, uy subharmonisch sind, und

le (XO) S ﬂ'r(x(]>7

a27“(X0) < Uy X0>7
weil u; < u, us < u. Hieraus folgt

u(x0) < Tr(xp),

u(x0) < TUp(xo)

und deshalb
u(xg) < U, (xq).

Da diese Ungleichung fiir alle Kugeln B,.(xo) C € gilt, ist u subharmonisch in €2.

2. Aus der Identitat
la] = max(«a, —«)
folgt
u(x) = max(u(x), —u(x)).
Da u harmonisch ist, sind sowohl u als auch —u subharmonisch, und Teil (i)

zeigt, dass |u| ebenfalls subharmonisch ist. Die Behauptung folgt nun aus dem
Maximum-Prinzip. U
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Satz

Sei u harmonisch im Mittelwertsinne. Dann ist u zweimal stetig differenzierbar und es
gilt Au =0 in Q.

Beweis

Wir wihle xo € Q und r > 0 beliebig mit B,(x¢) C 2, und betrachten das Randwert-
Problem

Aw =0, x € B.(Xo),

w = u, x € 0B, (xp),

dessen eindeutige Losung ist durch Poissonsche Formel

r? —|x — xo[? / u(y)
MWy, x —y|"
9B, (x0)

w(x) = as(y)

gegeben ist. Insbesondere ist w harmonisch im Mittelwertsinne in B, (x() und gleich
u auf 0B, (xg). Da die Funktion u nach Voraussetzung aber auch diese Eigenschaften
hat, gilt nun (siehe Bemerkung oben)

u=w auf  B,(xo).

Damit haben wir gezeigt, dass harmonisch (im klassichen Sinne) auf B, (xo) ist, und
weil dies fir alle Kugeln B,(xq) C € gilt, folgt die Behauptung.
U

Bemerkung

Wir haben nun gezeigt, dass die ‘klassische’ Definition von Harmonizitéit dquivalent zur
Definition durch Mittelwerte ist. Ab sofort werden wir also nur noch von ‘harmonischen
Funktionen’ reden.

4.4.5 Konvergenzsitze fiir Folgen harmonischer Funktionen

In diesem Abschnitt besprechen wir, wann eine Folge harmonischer Funktionen gegen
eine harmonische Funktion konvergiert. Dazu sei {2 wieder ein beschrinktes Gebiet im
R™.

Lemma (Lokal gleichmdssige Konvergenz harmonischer Fkt.)
Es sei {uy }ren eine Folge von Funktionen auf € mit den folgenden Eigenschaften:
1. wuy ist harmonisch in Q fir k=1,2,....

2. BEs gibt eine Funktion u, so dass auf jeder abgeschlossene Kugel B, (x,) C € die
Folge {ug }ren gleichmifig gegen u konvergiert, d.h.

sup  |ug(x) — u(x)| 2,
x€Br(x0)

Dann ist w4 harmonisch in €.
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Beweis

Fiir jede Kugel B, (xq) C Q gilt

u(xg) = I}LIilouk(xo)

1
= lim ——— / ur(y) dy (uy ist harmonisch)
k—oo nwnr”— 9B, (x0)

1 —
= —1/ lim u(y) dy (up — w gleichméaBig auf B,(xg))
Wy 9B, (x0) k—o0
1
i / u(y)dy.
nwnyr 9B (x0)
Insbesondere ist u harmonisch (im Mittelwertsinne). O

Satz (Erster Harnackscher Konvergenzsatz)

Sei {uy }ren eine Folge von Funktionen auf € mit den folgenden Eigenschaften:
1. wy ist harmonisch in € fiir alle k.
2. Die Folge {gi}ren mit gx = uy|sq konvergiert gleichméfBig auf 0€.

Dann konvergiert {uy}ren gleichmissig gegen eine in €2 harmonische Funktion u.

Beweis

Da { g }ren gleichméBig konvergiert, gibt es zu jedem € > 0 ein N > 0, so dass
|gm(X) — gn(X)] < € fiir alle x € Q und alle m,n > N.

Damit folgt aus dem Maximum-Prinzip

max |ty (X) — u,(X)| = max |, (x) — u,(x)]
xe0 x€0N
= max |gy(x) — ga(x)]
< E&.

Insbesondere ist {ug}ren ist eine gleichméfige Cauchy-Folge in Q , und konvergiert
deshalb gleichméfig gegen eine Funktion u € C' (Q) Die Harmonizitit von u folgt nun
aus dem vorherigen Lemma. 0
Satz (Harnacksche Ungleichung)

Es sei u harmonisch und nichtnegativ auf Br(x(). Dann gilt

R Y ?>R—r R Y R+r
< <
u(xo) (R—H“) R+r — u(x) < ulxo) (R—r) R—r

fiir alle » < R und alle x € B,(x).
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Beweis

Aus der Poissonschen Formel folgt

R? — \X - Xo|2 / U(Y)
F)

nw, R Br(xo) |X — ¥|"

u(x) =

dS(y) (%)

fiir x € Br(Xo) und insbesondere fiir x € B,(Xq). Fiir jedes y € dBg(xo) gilt damit

x—y|l = [x—%0+x—y| < |[xo—y|+[x—%x0| = R+ [x—x0,
x—y| = |[x—=%0+%x0—y| > |[xo—y|—|x—%x¢] = R—|x—xq

Einsetzen in (*) liefert nun

R?* — |x — x¢|? _2< 1 / >
R" _ u(y)dS
(R4 |x —xq|)" nwWn B o5 (x0) (v)d5(y)

. s
v~

= u(Xo)

IA

u(x)

R2_|X_X0|2 n—2

< Tl (G L "0959)

(. J/
-~

= u(Xo)

und mit Hilfe der binomischen Formel finden wir
(o) R "2 R — |x — x|
0 R+|X—X0| R+|X—X0|
< u(x)

n—2
< u(xo)( i ) Bt e =

R — |x — x| R —|x —xo|

Wir erhalten hieraus die Harnacksche Ungleichung, indem wir zusétzlich die Abschétzung
|x —xo| <1

benutzen. 0

Korollar (Satz von Liouville)

Sei u € C'(R™) eine harmonische Funktion auf ganz R™, die nach oben oder nach unten
beschrénkt ist. Dann ist u konstant.

Beweis

Wir definieren v(x) := u(x)—m, falls u(x) > m fir alle x € R", bzw. v(x) := M —u(x),
falls u(x) < M fiir alle x € R™. Damit ist v tiberall harmonisch und nichtnegativ.

Auflerdem wihlen wir x € R™ und r > 0 grofl genug, so dass |x| < r ist. Aus der
Hanackschen Ungleichung folgt

v(O)( R )n_QR—T < o(x) < v(0) (RR )n_2R—i-7“

R+r R+r - R—r
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fiir alle R > r, und im Limes R — oo ergibt dies diese Abschétzung
v(0) < v(x) < v(0).

Insbesondere ist v konstant, und dies impliziert die Behauptung. [l

Satz (Zweiter Harnacksche Konvergenzsatz)
Sei {uy }ren eine Folge von Funktionen auf € mit den folgenden Eigenschaften:

1. wuy ist harmonisch in € fiir jedes k.

2. up < ugyq in Q fiir jedes k.

3. Die Folge {ug(x)}ren ist fiir jedes x € Q nach oben beschrénkt.
Dann konvergiert {uy}ren punktweise gegen eine in  harmonische Funktion u und
diese Konvergenz ist sogar gleichméfig auf jeder abgeschlossenen Kugel B,.(xq) C 2.
Beweis

Wir zeigen, dass {uy}ren auf jeder abgeschlossenen Kugel B,(xo) C € gleichmiflig
konvergiert. Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus dem ersten Lemma in diesem
Abschnitt.

Sei also B,(x¢) C € fixiert. Da Q offen ist, existiert R > r, so dass B,(xq) C
BR(Xo) C Q.

Fiir zwei beliebige Indizes k > ¢ ist up — uy, harmonisch und nichtnegativ in {2 und
damit auch in Br(xg). Aus der Harnackschen Ungleichung folgt also

R 'R
0 < 00— ) < (o) — weloa)) (o )
fiir x € B,(xo). Da die Folge {uy(xo)}ren nach Voraussetzung konvergiert, gilt

0= 1 —
k,l—>lcg}k:>luk(xo) ue(%o),
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und damit auch
- i g (i)
o=t (e (60 -ui) )
Insbesondere ist die Funktionenfolge {u|g, (x,) }ren eine gleichméfige Cauchy-Folge
und daher gleichméfig konvergent. O
Bemerkung

Die dritte Voraussetzung kann durch die folgende schwéchere Bedingung ersetzt wer-
den:

Es ezistiert ein xo € Q, so dass {ug(Xo) }ren nach oben beschrinkt ist.

Die Beweisidee ist wie folgt: Analog zu oben zeigen wir, dass {u} auf jeder in xg
zentrierten Kugel B, (xo) C Q gleichmiiflig konvergent ist. Insbesondere ist die Folge
{ug(x) }ren fiir jedes x € B,(xo) nach oben beschrinkt.

Dieses Argument zeigt insbesondere, dass die Menge

S1 = {x0 € Q: {ur(x0) }ren ist nach oben beschrinkt}
offen ist. Wir betrachten nun auflerdem die Menge
So = {x0 € Q: {ug(xo) }ren ist nicht nach oben beschrankt}.

Fiir jeden Punkt x¢ € Sy gilt uy(xg) — oo fir £ — co. Seien nun r und R zwei hinrei-
chend kleine Radien wie in der obigen Abbildung. 0.B.d.A kénnen wir dann annehmen,
dass ugx > 0 auf Br(zg) gilt, und die Harnacksche Ungleichung liefert

R )”‘QR—T

fiir £
Rir Rir — 00 ir k — oo

) = o) (

fiir alle x € B,(xo). Damit haben wir dann gezeigt, dass auch die Menge Sy offen ist.
Analog zum letzten Schritt im Beweis des starken Maximim-Prinzips zeigen wir nun

das Sy = 0 gilt.

4.5 Die Perronsche Methode

Die Perronsche Methode ist eine abstrakte Methode zur Losung des Randwertproblems

Au=0 in €, (1)
u=g¢g in (), (2)

wobei 2 C R” ein (hinreichend gutes) beschrinktes Gebiet sei und g eine (hinreichend
gute) Funktion auf 0f2 ist.

Diese Methode bedient sich der Konvergenzsétze fiir harmonische Funktionen aus
dem letzten Abschnitt sowie weiterer Ergebnisse fiir im Mittelwertsinne subharmoni-
sche Funktionen, die wir jetzt ableiten wollen.

Im Folgenden meint ‘subharmonisch’ immer ‘subharmonisch im Mittelwertsinne’.
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4.5.1 Harmonische Liftung
Definition

Sei u € C(Q) eine Funktion und B = B,(x) eine offene Kugel mit B C €. Die
harmonische Liftung von u ist die durch die Formel

7‘2—|X—X0|2/ uly)
d

Wy B xX—y["

dy, X € B,

u(x), x €O\ B

definierte Funktion ug € C'(£2).

-~

Hier wird u durch die Losung von

Aw =0 in B,
w=1u auf 0B

ersetzt.

Hier wird u nicht abgeéndert.

Lemma (Charakterisierung von Subharmonizitit)

u € C(Q) ist subharmonisch genau dann, wenn u < up fiir jede offene Kugel B mit
B C Q) gilt.
Beweis

Die Aussage ‘u < up’ ist offensichtlich dquivalent zu

u(x) < o ke %ol /a uly) dy x € B. (%)

nwyT glx—y»

(<) Die Identitét (*) gilt insbesondere fiir den Mittelpunkt einer jeden zuldssigen
Kugel B, und deshalb u ist (nach Definition) subharmonisch in €2 ist.
(=) Sei u subharmonisch und B eine beliebige offene Kugel mit B C Q. Die Funk-

tion
r? —|x — xo[? / u(y)
nWyT o [X —y["

(. J/

harmon;srch in B,
gleich u auf 0B

ist subharmonisch in B und verschwindet auf 0B. Dem Maximumsprinzip zufolge gilt
w < 0 auf B, und dies impliziert (*). O

w(x) = u(x) —up(x) = u(x) —
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Korollar (Hinreichendes Kriterium fiir Subharmonizitit)

Sei u € C(Q) eine gegebene Funktion, so dass
u(xo) < u,(xp)

fiir jedes x( € €2 und alle hinreichend kleinen Radien r > 0 gilt. Dann ist u subharmo-
nisch in €.

Beweis

Zunachst bemerken wir, dass jede Funktion wu, die den Voraussetzungen geniigt, das
starke Maximumsprinzip erfiillt (siche die Bemerkung unter dem Beweis des starken
Maximumsprinzips).

Sei B nun eine beliebige offene Kugel mit B C €. Die Funktion w = u — up erfiillt
auch die Voraussetzungen und damit das starke Maximumprinzip. Deshalb gilt

< _ . ‘
w(x) < Q%gw(y) 0 firalle x€B

d.h. es gilt u < up in B. In Q\ B gilt wiederum u = up, d.h. wir haben u < upg in ganz
Q2. Da B beliebig war, folgt die Behauptung aus dem vorherigen Lemma.
O

Satz (Subharmonizitit harmonischer Lifts)

Sei u € C(Q) subharmonisch und B eine offene Kugel mit B C Q liegt. Dann ist up
subharmonisch.

Beweis

Es geniigt zu zeigen, dass fiir gegebenes x* € () die Ungleichung

up(x’) < (up),(x") (#)

fiir alle hinreichend kleinen Radien p gilt. Dazu betrachten wir die folgenden drei Fille.

Fir x* € B gilt (#) fir alle p mit
B,(x,) C B, weil up harmonisch in B ist.
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Fir r € Q \_E gilt (#) fir alle p mit
B,(x,) C 2\ B, weil up =u in Q\ B.

Fiir x* € 9B und alle p mit B,(x*) C  gilt

up(x’) = u(x)
< u,(x*) (weil u subharmonisch)
< (up),(x*) (weil u <up).

Lemma ( Vergleichsprinzip fiir harmonische Lifts)

Fiir u, w € C(Q) gelte u < w in . Dann gilt up < wp fiir jede offene Kugel B mit
BcCQ.

Beweis

Die Funktionen up und wg sind harmonisch in B mit v < w auf 0B. Aus dem Ma-
ximumprinzip folgt daher u < w auf B. Auf Q\ B ist die Behauptung trivialerweise
erfiillt. O

4.5.2 Die Perronsche Methode
Definition

Die Perron-Klasse ist die Menge
P, = {u € C(Q) : u ist subharmonisch in Q mit u(x) < g(x) fiir alle x € 9Q}.

Beachte, dass P, nicht leer ist: Die konstante Funktion w(x) = m, wobei
m = minyepn g(x) ist, liegt in P,.

Wir definieren nun eine Funktion u, : Q) — R durch die Formel

uy(x) = sup u(x).
uc Py
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(Die Rechnung

u(x) < maxu(y) < maxg(y), ue P, xeQ

yeo yeof)

N

—
Maximumsprinzip

zeigt, dass das Supremum existiert.)

Wir wollen nun die folgenden Eigenschaften zeigen:
e u, ist harmonisch in 2.
e Es gilt u, € C(Q) und uy(x) = g(x) fiir alle x € 9.

Sofern dies gelingt, haben wir die Existenz einer Losung des Randwertproblems (1),
(2) bewiesen. Die Eindeutigkeit folgt dann aus dem Maximum-Prinzip.

Satz
Es gilt u, € C?*(Q) mit

fiir alle x € €.

Beweis

Wir fixieren zunichst eine beliebige Kugel B = B,.(xq) mit B C €.

-

Hier ist v, subharmonisch
und w;, harmonisch.

Hier sind v, uhd w;, subharmonisch.

Aus der Definition von u,(xg) folgt die Existenz einer maximierenden Folge {uy(xo) }ren
(die von x anhéngen darf) mit den Eigenschaften

o uy € P, fiir alle k,
o uy(x0) < upy1(xo) fiir alle k,

3 klg]go uk(Xo) = uy(Xo)-
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Wir fithren nun durch
v = max{u, ... ux}

eine weitere Funktionenfolge {vg ey C C(2) ein. Diese hat, nach Konstruktion, die
folgenden Eigenschaften:

e v, € P, fiir alle k£ ( denn vy, ist subharmonisch in  mit v, < g auf 99Q),
o v < v fiir alle k,

. khm v (X0) = ug(x0) ( denn es gilt vg(xp) = uk(x0)).
—00

Wir betrachten schliefflich die Funktionenfolge {wy }reny C C(€2), wobei wy, die har-
monische Liftung von vy auf B ist, d.h. wir haben wy = (v)p. Fiir diese Folge gilt:

e w,, ist harmonisch in B und subharmonisch in € fiir alle &,

o v < wp < wgyq in Q fiir alle & (dies folgt aus vy < v und dem Maximum-
Prinzip),

o wy, € P, fiir alle k (denn wy, ist subharmomisch in  mit wy, = v, < g auf 9Q)
o wy, <uyin Q fiir alle k (weil wy, € Py).
o limy . wy(xp) = uy(xo).
Diese Eigenschaften implizieren insbesondere, dass der punktweise Grenzwert
w(x) = lim wy(x)
fiir alle x € € existiert, und nach Konstruktion gilt
wi(x) < uy(x) fir alle x € Q.

Der zweite Harnacksche Konvergenzsatz (angewendet auf wy, eingeschriankt auf B) im-
pliziert nun, dass w harmonisch in B ist.

Wir wollen nun durch Widerspruch zeigen, dass w = u, in B gilt. Nehmen wir also
an, es existiert ein x* € B mit w(x*) < uy(x*). Dann gibt es, nach Definition von P,
eine Funktion

UeP, mit w(x*) <U(") < uy(x).

Wir betrachten nun fiir jedes & € N die in €2 subharmonischen Funktionen V, =
max{U, vy} und deren harmonische Liftungen W) = (Vj)p. Analog zu den obigen
Argumenten kénnen wir die folgenden Eigenschaften ableiten:

e IV, ist harmonisch in B fiir alle k,
o Vi < Vi und Vi, < Wi < Wy, fiir alle k,
o W, € P, fiir alle &,

o w, < W € P, fiir alle k (weil vy, < Vj),
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o limy o Wi(xo) = uy(xo).

Insbesondere existiert W als punktweiser Grenzwert von {Wj }ren auf €, und der zweite
Harnackschen Konvergenzsatz zeigt wieder, dass W harmonisch auf B ist. Auflerdem
gilt nach Konstruktion

W(x*) >U(x*) >w(x*) und W(xg) = w(xo) = uy4(x0)
w(x) < W(x) <wuy(x) firalle xe B.

Die Funktion w — W ist also harmonisch und nichtpositiv auf B und nimmt ihr Maxi-
mum in dem inneren Punkt xy an. Das starke Maximum-Prinzip liefert deshalb W = w
auf B. Dies widerspricht aber W (x*) > w(x*) und deshalb muss unsere Annahme
w # u, auf B falsch sein.

Wir haben nun gezeigt, dass u, = w in B gilt und dass folglich u, harmonisch in B
ist. Da B aber eine beliebige Kugel mit B C  war, folgt die Behauptung. U

Wir miissen nun noch klédren, ob die Funktion u, stetig in Q ist und die Randbedingung
u, = g auf 0L erfiillt. Das néchste Beispiel zeigt, dass dies nicht immer der Fall ist.

Beispiel
Betrachten Sie das Randwertproblem

Upz + Uy =0 fiir 0 < 22 +19% < 1,
u=0 fir 22 +¢y? =1,
u=-—1 fir (z,y) = (0,0),

und zeigen Sie, dass die Perron-Funktion uy nicht stetig im Nullpunkt ist.

Losung

Fiir jedes 0 < e < 1 sei

-1, 0<r<e,

u:(r) = log r e
- r

loge - ’

wobei 7 = /22 + y2. Diese Funktion ist stetig auf B;(0,0), erfiillt die Randbedin-
gungen im Mittelpunkt und am Einheitskreis. Ausserdem ist u. subharmonisch fiir
0 < 2?2+ y? < 1, denn es gilt

log r
ue(r) = max -1, = :
~—~ log e
harmonisch = ~—~~—
harmonisch

Insbesondere gilt u. € P,.
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A}Ja(r)
)r‘
/
/
l
Die Funktion u, erfiillt nun einerseits u,(0,0) = sup,ep, u(0,0) = —1. Auf der

anderen Seite gilt

ug(z,y) = supu(r,y) > sup u. (\/m2+y2) =0

u€Py 0<e<1
fiir 0 < 2% + y* < 1, d.h. u, ist nicht stetig in (0, 0]). O

Aus diesem Beispiel schlieen wir, das wir zusétzliche Bedingungen an den Rand 0f2

stellen miissen, um eine Perron-Losung der Klasse C'(€2) zu erhalten.

Definition

Eine Funktion w € C(Q2) heifit Barriere-Funktion im Punkt x, € 09, falls sie fol-
gende Eigenschaften besitzt:

1. w ist (im Mittelwertsinne) superharmonisch in €,
2. w(xg) =0,
3. w(x) > 0 fiir x € Q\ {xo}.

Ein Punkt xy € 002 heifit reguliarer Randpunkt, falls es eine Barriere-Funktion im
Punkt x( gibt.

Satz (Randwert der Perron-Ldsung in reguldren Punkten)

Fiir jeden reguldren Randpunkt x, € 0€2 gilt

lim uy(y) = g(xo)

Y—Xo
yeQ

sofern ¢ stetig auf 0 ist.
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Beweis

Sei w eine Barriere-Funktion in xq und € > 0 beliebig. Da g stetig im Punkt x; ist,
existiert d > 0, so dass

x €00, [x—xo| <8 = |g(x)— g(x0)| < %
Weil auBerdem w positiv und stetig auf Q\ {xq} ist, existiert m > 0, so dass
x€N, [x—x%|>6 = wx)>m.
Es sei nun M = supy¢yq |9(x)| und K = 2M/m, so dass

x€Q, [x—x|>6 = Kuw(x)>2M.

Hier ist [g(x) — g(x0)| < 5.

Hier ist Kw(x) > 2M.

Schritt 1, Abschiitzung nach unten : Wir definieren nun f; € C(Q) durch die Formel
£
h(x) = g(x0) — 5 — Kw(x).

Diese Funktion f; ist nach Konstruktion subharmonisch in €2 und besitzt die folgenden
Eigenschaften:

e Fiir x € 002 mit |x — x| > § gilt

fix) = glxo)+ (—5) + (CKw(x) < —M < g(x).
S—~— ——r

2
<M <0 < -2M
e Fiir x € 02 mit |x — x¢| < 0 gilt
5
fx) = g(x0) = 5+ (-Kuw(x)) < g(x).
S——— <0
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Insgesamt gilt f;(x) < g(x) fiir alle x € 0Q und damit f; € P,.
Die Stetigkeit von w im Punkt x, impliziert auflerdem die Existenz von A > 0, so
dass -
x € (), ‘X—X0|<A = W(X)<ﬁ,
und dies impliziert
ug(x) > fi(x) > g(xo) —e fiir alle x € Q mit |x — xo| < A.

Schritt 2: Abschitzung nach oben : Sei v € P, beliebig und sei fy € C(Q) definiert
durch

Fo(%) = v(x) — <g(X0) v g n Kw(x)> .

Dann ist f; subharmonisch in 2 und analog zu oben zeigen wir, dass f, nichtpositiv
auf dem Rand 0f2 ist. Dem Maximumsprinzip zufolge ist also f; nichtpositiv auf 2 und
damit gilt

sup v(x)
veEP,

g(x0) + g + Kw(x)

Uy (x)

IN

IN

g(x0) +¢

fir alle x € Q mit |x — x| < A.
Insgesamt haben wir damit die Implikation

x€Q, [x—x| <A = Ju(x)—g(x0)| <.

gezeigt, und die Behauptung folgt da £ > 0 beliebig war. U

Korollar (Randregularitit ist hinreichend und notwending)

Das Anfangswertproblem (1)- (2) ist fiir gegebenes g € C'(0€2) genau dann eine Lsoung
u e C*(Q)NC(Q), wenn alle Punkte von €2 regulér sind.

Beweis

(<) Die Perron-Lésung u, ist eine Losung aus der Klasse C?(Q) N C'(Q).

(=) Fiir jedes xo € 99 wihlen wir g € C(99) mit g(x¢) = 0 und g > 0 auf 90\ {xe}
(z.B. g(x) = |x — x¢|). Die entsprechende Perron-Losung u, € C(Q) des Anfangs-
wertproblems existiert nach Voraussetzung und erfiillt dem starken Minimumsprinzip

zufolge uy > 0 auf ). Insbesondere ist u, ist Barriere-Funktion im Punkt xq. O

Es gibt geometrische Kriterien, die die Existenz einer Barriere-Funktion garantieren.

Definition

Der Randpunkt xo € 09 erfiillt die duBlere Kugelbedingung, falls es einen Punkt
x* € R™\ Q und einen Radius r > 0 gibt, so dass B,(x*) N = {x,} gilt.
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~

| o}
| e}

Hier ist die duflere Kugelbedingung Hier ist die duflere Kugelbedingung
im Punkt xq erfiillt. im Punkt xg nicht erfiillt.

Lemma (Kugelbedingung impliziert Rand-Regularitit)

Der Randpunkt xq € 02 erfiille die &ulere Kugelbedingung. Dann ist xq ein regulérer
Randpunkt.

Beweis

Fiir n > 2 definiert die Formel
1 1

= %0 — x*|"2 - x — x*|n2

w(x)

eine Barriere-Funktion im Punkt xo € 092:
e w ist stetig auf Q mit w(x) = 0.
e w ist harmonisch in R™\ {x*} und insbesondere superharmonisch in €.

e Fiir jedes x € Q\{xo} hat das Dreick, dass durch x, x, und x* aufgespannt wird,
einen stumpfen Winkel bei x¢. Damit gilt

|xo — x| < |x — x*|
d.h. w(x) > 0.

Fiir n = 2 ist die entsprechende Barriere-Funktion w(x) = log |x —x*| —log |xo — x*|.00

Bemerkung

1. Die duflere Kugelbedingung ist sehr restriktiv. Es gibt schwéchere Kriterien fiir
die Existenz einer Barriere-Funktion.

2. Die Bedingung, dass ein Randpunkt regulér ist, ist eine lokale Bedingung.

Definition

Eine Funktion w heifit lokale Barriere-Funktion im Punkt x, € 012, falls es eine
offene Kugel B, (x,) gibt, so dass w eine Barrier-Funktion im Punkt x¢ € 9(Q2N B, (x))
ist.
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Lemma (Lokale Barriere-Funktionen implizieren schon Randregularitit)

Es sei w eine lokale Barriere-Funktion im Punkt xq € 0€). Dann existiert eine Barriere-
Funktion in diesem Punkt.

Beweis

Seien xg, r > 0, und w wie in der Definition einer lokalen Barriere-Funktion. Wir

wihlen nun einen Radius R mit 0 < R < r und setzen m = min{w(x) : x € (B,(x) \

B R(X)) N ﬁ}
h m ist das Minimum von w iiber
die schraffierte Region. Insbeson-
D dere gilt hier m < w und daher
0

min(m, w) = m.

2, da min(m,w) = m im Teil der
schraffierten Region zwischen den

‘ W ist min(m, w) in der schraffier-

ten Region und m im nichtschraf-

D fierten Teil von Q). W ist stetig in
o}

beiden Kugeln ist.

Wir zeigen nun, dass W ist eine Barriere-Funktion im Punkt xq € 0f) ist. Zunéchst
bemerken wir, dass W stetig auf 2 und positiv auf Q\{x,} ist. Ausserdem gilt W (xq) =
min{m, 0} = 0. Bzgl. Superharmonizitdt bemerken wir zunéchst:
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In dieser Region ist W das Minimum zwei-
er superharmonischer Funktionen und daher
selbst superharmonisch.

7Y

In dieser Region ist W konstant (gleich m)
und daher harmonisch.

7Y

Die Superharmonizitdat auf ganz 2 kann nun leicht mit Hlfe von sphérischen Mittel

gezeigt werden (analog zum Beweis der Subharmonizitit von harmonischen Liftungen).
O



